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CALCUL SPINORIEL
en Physique des Particules
Christian Carimalo

Chapitre 1
Formalisme d’he´licite´
1.1 Spin-He´licite´
Le spin, ou l’he´licite´ selon le cas, d’une particule est de´fini a` l’aide de l’ope´rateur de Pauli-Lubanski
Wµppq “ 1
2
ǫµνρσp
νJρσ (1.1)
ou` p est la 4-impulsion 1 de la particule et Jρσ la repre´sentation hermitique des ge´ne´rateurs
du groupe de Lorentz LÒ` dans l’espace des e´tats de la particule. Les ope´rateurs Wµppq sont
simplement les ge´ne´rateurs du petit groupe de p, qui laisse ce vecteur invariant. Sous LÒ`, ils se
transforment selon
UpΛq Wµppq UpΛq´1 “WµpΛpq (1.2)
Λ e´tant une tranformation de Lorentz, UpΛq sa repre´sentation (unitaire) pour la particule conside´-
re´e.
Pour une particule massive re´elle de masse m, son impulsion est du genre temps - futur. On a en
effet pµp
µ “ p20 ´
ÝÑ
p
2“ p2 “ m2 ą 0, p0 ą 0. On peut alors attacher a` chacune des impulsions p
de la particule une triade de vecteurs unitaires du genre espace, soit nippq avec i “ 1, 2, 3, formant
avec n0ppq “ pˆ “ p{m une base de l’espace de Minkowski :
nippq ¨ njppq “ ´δij , n0ppq ¨ nippq “ 0 , n0ppq2 “ 1
ǫµνρσ n0ppqµ n1ppqνn2ppqρ n3ppqσ “ 1 (1.3)
Les ope´rateurs de spin sont alors de´finis comme
Sippq “ ´nippq ¨W ppq (1.4)
Ils engendrent le groupe SOp3qppq des rotations dans l’hyperplan orthogonal a` p et satisfont aux
relations de commutation de l’alge`bre de Lie de SUp2q. Comme
Wµ p
µ “ 0 (1.5)
l’ope´rateur de Pauli-Lubanski peut eˆtre e´crit sous la forme
1. Dans la suite, sauf indication contraire, les termes de “impulsion” et de “vecteur” seront utilise´s pour “4-
impulsion” et “4-vecteur”, respectivement.
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W ppq “
3ÿ
i“1
nippqSippq (1.6)
et l’invariant W 2 “WµWµ s’exprime en fonction du spin s de la particule comme
W 2 “ ´m2
ÝÑ
S
2
ppq “ ´m2 sps` 1q (1.7)
Les divers petits groupe SOp3qppq se de´duisent les uns des autres par des transformations de LÒ`,
soit, symboliquement,
UpΛq SOp3qppq UpΛq´1 “ SOp3qpΛpq (1.8)
mais les ope´rateurs Sippq ont, en ge´ne´ral, une loi de transformation complique´e :
UpΛq Sippq UpΛq´1 “ ´
ÿ
j
r njpΛpq ¨ Λnippq s SjpΛpq (1.9)
du fait qu’il n’y a pas a priori de relation simple entre les vecteurs njpΛpq de la triade associe´e
a` Λp et les transforme´s Λnippq des vecteurs de la triade associe´e a` p. Ici, les SjpΛpq sont les
ope´rateurs de spin associe´s a` Λp, de´finis par
SjpΛpq “ ´njpΛpq ¨W pΛpq (1.10)
Lorsque la masse de la particule est nulle (p2 “ 0, p0 ą 0), son impulsion p ne peut plus eˆtre
utilise´e pour de´finir elle-meˆme un vecteur unitaire de base et la de´marche pre´ce´dente ne convient
plus. On associe alors a` p, d’une part, deux vecteurs unitaires du genre espace nippq (i “ 1, 2)
orthogonaux entre eux et orthogonaux a` p et, d’autre part, un vecteur unitaire du genre temps
n0ppq orthogonal aux nippq :
nippq ¨ njppq “ ´δij , nippq ¨ p “ 0 , nippq ¨ n0ppq “ 0 , n20ppq “ 1
Pour une telle particule, on a maintenant
Wµppq “ λppqpµ `
2ÿ
i“1
nippqµWippq avec Wippq “ ´nippq ¨W ppq (1.11)
On montre que les trois ope´rateurs λppq, W1ppq et W2ppq constituent un ensemble isomorphe a`
l’alge`bre de Lie de P p2q. On a en effet
rW1,W2s “ 0 , rλ,W1s “ iW2 , rλ,W2s “ ´iW1
Le sous-groupe abe´lien invariant et engendre´ parW1 etW2 s’appelle le “groupe de jauge” de p. Ses
repre´sentations physiques sont telles que W1 et W2 y prennent la valeur ze´ro (jauge invariante).
On a alors
W ppq “ λppq p , W 2ppq “ 0 , UpΛqλppqU´1pΛq “ λpΛpq (1.12)
ou` Λ est une transformation de LÒ` et UpΛq sa repre´sentation unitaire dans l’espace des e´tats de la
particule. La dernie`re relation dans 1.12 montre que λppq est un ope´rateur scalaire qui repre´sente
donc un invariant relativiste.
Une particule de masse nulle est associe´e a` une valeur propre particulie`re λ de cet ope´rateur ou,
dans le cas du photon, a` deux valeurs propres oppose´es, a` savoir `1 et ´1. Le nombre λ, appele´
he´licite´ ou encore, polarisation circulaire de la particule, est conserve´ dans les transformations
Christian Carimalo 2 Calcul spinoriel
Chapitre 1. Formalisme d’he´licite´
de LÒ`, celles-ci se re´duisant alors a` une simple multiplication des e´tats de la particule par des
facteurs de phase e´iλψ et a` la transformation de p en Λp. Il repre´sente en quelque sorte le “spin”
de la particule et caracte´rise comple`tement celle-ci du point de vue du groupe de Lorentz.
Alors que l’he´licite´ d’une particule de masse nulle est un invariant relativiste, une composante de
spin Sippq pour une particule massive seule n’est jamais invariante. Pour qu’elle le fuˆt, il aurait
fallu, d’apre`s 1.9, que l’on euˆt
Λ tnippqu “ nipΛpq (1.13)
relation qui impose au vecteur nippq de satisfaire a` une certaine covariance sous LÒ`.
Pour une particule unique, c’est-a`-dire lorsqu’on ne dispose que d’une seule impulsion, celle de la
particule, on ne peut satisfaire cette relation. En revanche, lorsqu’on effectue, au minimum, un
produit tensoriel de deux espaces d’e´tats a` une particule chacun et que l’on peut alors disposer de
deux impulsions, il est possible de construire a` partir de celles-ci et pour chacune des particules un
vecteur ayant la covariance requise. C’est le principe du couplage d’he´licite´, pour deux particules
re´elles 2. Les composantes de spin suivant ces vecteurs particuliers, appele´es aussi he´licite´s, sont
des invariants relativistes dans l’espace produit tensoriel. Cette circonstance se rencontre tout
particulie`rement en the´orie quantique des champs ou` la description de processus e´le´mentaires fait
intervenir des vertex a` trois particules impliquant de tels produits tensoriels.
1.2 Vertex a` trois particules - Te´trades d’he´licite´
Conside´rons d’une manie`re ge´ne´rale un vertex comportant trois “lignes entrantes” d’impulsions
P1, P2 et P3, correspondant chacune a` une particule, re´elle ou virtuelle (fig 1.1).
2
P1
P3P
Figure 1.1 – Vertex a` trois lignes entrantes
La conservation de l’impulsion a` ce vertex sera exprime´e sous la forme
P1 ` P2 ` P3 “ 0 (1.14)
Pour simplifier, nous supposerons que les normes des impulsions sont diffe´rentes de ze´ro
P 2i “ pPi0q2 ´ p
ÝÑ
Pi q2 “ si ‰ 0 (1.15)
Notons Pij “ ´Pk (i ‰ j ‰ k) la somme des impulsions Pi et Pj et par Pˆij le vecteur unitaire
correspondant. En introduisant la “fonction signe” εpxq, on a
2. Voir : P. Moussa, R. Stora, Methods in subnuclear Physics, Hercegnovi 1966, vol II, p. 265 (Gordon and
Breach) ; P. Moussa, The`se d’e´tat, Orsay (1968) ; G. Mahoux, cours de 2nde anne´e de troisie`me cycle de Physique
the´orique, faculte´ d’Orsay, 1970-1971.
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Pˆij “ ´Pˆk “ ´ Pka|sk| , Pˆ 2ij “ εpskq , Pˆ 2i “ εpsiq (1.16)
Nous de´finirons ensuite “l’impulsion relative” de Pi et Pj de la manie`re habituelle :
Qij “ 1
2
"
Pi ´ Pj ` si ´ sj
sk
Pk
*
“ Pi ´ Pi ¨ Pk
sk
“ ´Pj ` Pj ¨ Pk
sk
“ ´Qji (1.17)
Ce vecteur, que nous appellerons aussi “vecteur d’he´licite´” de Pk, est orthogonal a` Pk et sa norme
est
Q2ij “ ´
1
4sk
Λps1, s2, s3q (1.18)
ou` Λpx, y, zq est la fonction syme´trique en ses trois arguments x, y et z, de´finie par
Λpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2 ´ 2xy ´ 2yz ´ 2zx (1.19)
On notera que
Λps1, s2, s3q “ 4
 pP1 ¨ Pjq2 ´ sisj( (1.20)
et que, de l’orthogonalite´ de Qij et Pk on de´duit les relations
Qij ¨ Pi “ Qij ¨ Pj “ Q2ij , Qij ¨Qik “
pPi ¨ Pjq
4sjsk
Λps1, s2, s3q (1.21)
Nous ne conside`rerons que les cas ou` la fonction Λ (eq. 1.19) prend une valeur positive ou a` la
limite nulle. Le vecteur unitaire porte´ par le vecteur d’he´licite´ 1.17 aura alors pour norme ´εpskq.
Par suite, l’un des deux vecteurs Qˆij ou Pˆk sera du genre temps et l’autre du genre espace. Au
besoin, nous changerons le signe du vecteur du genre temps afin que celui-ci pointe vers le futur
et nous le noterons provisoirement et,k tandis que le vecteur du genre espace sera note´ es,k.
Introduisons ensuite deux nouveaux vecteurs re´els, e1 et e2, unitaires et du genre espace, ortho-
gonaux entre eux et orthogonaux a` et,k et es,k et formant avec ceux-ci une base orthogonale,
norme´e et directe de l’espace-temps. Par la suite, nous utiliserons plutoˆt les vecteurs de “polari-
sation circulaire”
ep˘q “ ¯ 1?
2
re1 ˘ ie2s (1.22)
Pour de´signer la te´trade ainsi forme´e, nous adopterons e´galement la notation ge´ne´rale e
pλq
k et
e´crirons alors les relations d’orthogonalite´ et de fermeture de cette base sous la forme
e
pλ1q‹
k ¨ epλqk “ ηλδλ1λ ,
ÿ
λ
ηλ e
pλq‹µ
k e
pλqν
k “ gµν (1.23)
ou` ηλ “ 1 pour λ “ 0t et ηλ “ ´1 pour λ “ 0s,˘1, λ “ 0t ou “ 0s signifiant que λ prend
effectivement la valeur 0 lorsque le vecteur correspondant est du genre temps (t) ou du genre
espace (s), respectivement. La raison de cette notation vient du fait bien connu que la te´trade e
pλq
k
est associe´e a` la repre´sentation quadri-vectorielle du groupe de Lorentz. L’indice λ correspond aux
valeurs propres de l’ope´rateur W pet,kq ¨ es,k, ou` W pet,kq est la repre´sentation quadri-vectorielle
de l’ope´rateur de Pauli-Lubansky correspondant au vecteur et,k, soit
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tWµpet,kquαβ “ iεµναβ eνt,k (1.24)
On a en effet
Wαβ “ tW pet,kq ¨ es,kuαβ “ iεµναβ eµs,k eνt,k , et W pepλqk q “ λ epλqk
La triade
`
es,k , e
p˘qk
˘
est quant a` elle associe´e a` une repre´sentation unitaire de spin 1 du petit
groupe de et,k, tandis que ce dernier vecteur est associe´ a` une repre´sentation scalaire de ce meˆme
petit groupe.
Remarquons que puisque les vecteurs ep˘q sont orthogonaux aux vecteurs Pk et Qij , ils sont
e´galement orthogonaux aux deux autres impulsions Pi et Pj ainsi qu’aux impulsions relatives.
Par suite, tous les vecteurs de polarisations circulaires e
p˘q
i (i “ 1, 2, 3) des diverses impulsions
sont situe´s dans le biplan orthogonal au plan de´fini par les impulsions, appele´ “plan du vertex”, et
ne diffe`rent donc entre eux que par des rotations qui se re´duisent ici a` de simples multiplications
par des facteurs de phase e´iλψ.
Nous appellerons de manie`re ge´ne´rale “te´trades d’he´licite´” les te´trades ainsi de´finies. Nous verrons
par la suite la signification de cette de´nomination.
1.3 Les couplages d’he´licite´
Revenons au vertex a` trois “particules”, re´elles ou virtuelles de la figure 1.1, chacune ayant une
impulsion donne´e et correspondant a` une repre´sentation particulie`re du groupe de Lorentz.
Nous dirons que nous effectuons un couplage d’he´licite´ entre ces trois particules si nous attribuons
a` chacune d’elles sa propre te´trade d’he´licite´, ou` les vecteurs de polarisation circulaire ne pourrons
diffe´rer que par un signe global d’une te´trade a` une autre. Nous examinerons ici les trois situations
suivantes :
♣ celle ou` les trois impulsions P1, P2 et ´P3 sont du genre temps futur ;
♣ celle ou` les les deux impulsions P1 et ´P2 sont du genre temps futur, P3 e´tant du genre espace ;
♣ enfin, celle ou` P1 et P2 sont du genre espace, ´P3 e´tant du genre temps.
1.3.1 Premier cas (fig 1.2)
P
P1 P2
Figure 1.2 – Vertex a` deux particules entrantes re´elles
Nous supposerons que les lignes entrantes 1 et 2 repre´sentent ici deux particules re´elles, d’impul-
sions donne´es, chacune e´tant caracte´rise´e par un espace de repre´sentation irre´ductible rm, s, ηs
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du groupe de Poincare´, m e´tant la masse, suppose´e non nulle, de la particule conside´re´e, s son
spin et η sa parite´. Nous poserons
´P3 “ p “ p1 ` p2 , p2i “ m2i pi “ 1, 2q , p2 “ s ą 0 (1.25)
Le couplage envisage´ ici est le couplage usuel entre deux particules re´elles 1 et 2 dans l’espace E,
produit tensoriel des espaces d’e´tats associe´s respectivement a` chacune des particules. On peut
e´galement le qualifier de “couplage d’he´licite´ dans la voie s”. Nous allons l’expliciter brie`vement,
en renvoyant, pour plus de de´tails, le lecteur aux travaux de´ja` cite´s de P. Moussa et R. Stora,
dont nous adoptons les notations.
Un e´tat d’une particule d’impulsion p et de composante de spin σ , valeur propre de l’ope´rateur
S3ppq, de´pend du choix de l’axe n3ppq sur lequel est mesure´ le spin, c’est-a`-dire, en fait, de la
triade de vecteurs que l’on associe a` p. Pour cette raison, cet e´tat est note´ |rps, σ ą, ou` rps est,
modulo ˘, la matrice 2ˆ2 de SL(2,C) repre´sentant la transformation de Lorentz Λp˚Ñp qui permet
de passer d’une te´trade de re´fe´rence, choisie une fois pour toutes et pour laquelle p est oriente´e
suivant l’axe des temps :
p ” p˚ “ pm, 0, 0, 0q “ n0pp˚q , nipp˚q , i “ 1, 2, 3 (1.26)
en une te´trade particulie`re associe´e a` p, de´finie comme
Λp˚Ñp pnαpp˚qq “ nαppq , α “ 0, 1, 2, 3 (1.27)
Dans SL(2,C), cette dernie`re relation est traduite sous la forme
r p s nαpp˚q
∼
r p s: “ nαppq
∼
(1.28)
Dans cette notation, x
„
est une matrice 2ˆ2 associe´e a` un vecteur x de´finie par
x
„
“ x0 τ0` ÝÑx ¨ ÝÑτ (1.29)
τ0 e´tant la matrice 2ˆ2 unite´ et ÝÑτ l’ensemble des trois matrices de Pauli :
τ1 “
ˆ
0 1
1 0
˙
, τ2 “
ˆ
0 ´i
i 0
˙
, τ3 “
ˆ
1 0
0 ´1
˙
(1.30)
Par de´finition, on a r p˚ s “ τ0. Par extension, la matrice r p s sera aussi appele´e te´trade de p. Les
e´tats de la particule sont de´finis par
|r p s, σ ą “ Upr p sq |r p˚ s, σ ą (1.31)
ou` Upr p sq est, dans l’espace des e´tats de la particule, la repre´sentation unitaire de r p s. Pour
simplifier les notations, nous identifierons par la suite une transformation de Lorentz ΛpAq avec
sa repre´sentation A dans SL(2,C).
Soit Upa,Aq la repre´sentation unitaire de la transformation pa,Aq du groupe de Poincare´ restreint,
a e´tant une translation des vecteurs et A une transformation de Lorentz. On a
Upa,Aq |r p s, σ ą “ eia¨Ap DspRAqσ1σ |rAp s, σ1 ą (1.32)
ou`
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RA “ rAp s´1 A r p s (1.33)
est la rotation de Wigner associe´e a`A, et qui appartient au petit groupe de p, etDs sa repre´sentation
agissant sur les variables de spin de la particule.
Dans l’espace produit tensoriel E des espaces des e´tats des particules 1 et 2, l’e´tat
|r p1 s, σ1; rp2s, σ2 ą “ |r p1 s, σ1 ą b|r p2 s, σ2 ą (1.34)
se transforme donc selon la loi
Upa,Aq |r p1 s, σ1; r p2 s, σ2 ą “
eia¨App1`p2q Ds1pRA1qσ1
1
σ1 D
s2pRA2qσ1
2
σ2 |rAp1s, σ11; rAp2s, σ12 ą (1.35)
avec
RAi “ rApis´1A r pi s , i “ 1, 2 (1.36)
En ge´ne´ral, les deux rotations de Wigner 1.36 sont diffe´rentes. Le proble`me de la re´duction de
l’espace E en sous-espaces de repre´sentations irre´ductibles du type r?s, J, ηs consiste alors a`
rechercher, pour chacune des particules, des te´trades particulie`res telles que ces rotations soient
identiques, ou, au moins, relie´es simplement l’une a` l’autre, de telle sorte que l’on puisse effectuer
le plus simplement possible la re´duction du produit tensoriel Ds1 bDs2 .
Il s’ave`re que l’on peut effectivement construire des te´trades de ce type. Remarquons tout d’abord
qu’une identite´ entre les deux rotations de Wigner indique que celles-ci ne doivent plus de´pendre
ni de p1 ou de p2, ni des te´trades qui leur sont attache´es. Cette constatation sugge`re de construire
les te´trades a` partir d’une te´trade arbitraire rps associe´e a` l’impulsion totale p “ p1` p2 de l’e´tat
1.34 en posant
RA1 “ RA2 “ RA “ rAps´1A r p s (1.37)
Cette dernie`re e´quation impose a` la transformation r pi s r p s´1, qui permet de passer de la te´trade
associe´e a` p a` celle associe´e a` pi, de satisfaire a` une certaine covariance sous L
Ò
`, a` savoir :
A r pi s r p s´1A´1 “ rApis rAps´1 , ou A ApÑpi A´1 “ AApÑApi (1.38)
Or, la transformation de Lorentz pure rpˆ Ñ pˆis, transformant pˆ en pˆi, posse`de cette proprie´te´.
On trouve alors deux solutions au proble`me de la re´duction.
✔ La premie`re consiste a` poser
r pi s “ r pˆÑ pˆi s r p s i “ 1, 2 (1.39)
et conduit au couplage appele´ couplage ℓ´ s, avec une de´finition relativiste du moment orbital ;
elle satisfait la relation 1.37.
✔ La seconde solution, donnant des formules de re´duction plus simples, consiste a` poser
r pi s ” r pi sh “ r pˆÑ pˆi sRpn3ppq Ñ qˆ12q r p s (1.40)
q12 e´tant l’impulsion relative de p1 et p2 et Rpn3ppq Ñ qˆ12q la rotation du petit groupe de p
amenant n3ppq sur qˆ12 (vecteur unitaire porte´ par q12). Posant
qˆ “ r p s´1 qˆ12 , n3 “ r p s´1 n3ppq (1.41)
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on a aussi
r p s´1 Rpn3ppq Ñ qˆ12q r p s “ Rpn3 Ñ qˆq (1.42)
On voit que la transformation
r p sh “ Rpn3ppq Ñ qˆ12q r p s (1.43)
associe a` p une te´trade d’he´licite´, puisque
esppq “ r p sh n3 “ qˆ12 , etppq “ r p sh n0 “ pˆ (1.44)
En outre, il est facile de ve´rifier (voir Appendice A) que la transformation de Lorentz pure
rpˆ Ñ pˆ1s transforme qˆ12 en l’impulsion relative unitaire de ´p et p2, c’est-a`-dire, en vecteur
d’he´licite´ de p1 :
espp1q “ hpp1, pq “ 2m1?
Λ
ˆ
´p` p1 p1 ¨ p
m21
˙
“ 2m1?
Λ
ˆ
´p2 ` p1 p1 ¨ p2
m21
˙
avec Λ “ Λps,m21,m22q (1.45)
Ainsi, r p1 sh associe bien a` p1 une te´trade d’he´licite´. Pour ce qui concerne la particule 2, comme
qˆ12 “ ´qˆ21, la transformation de Lorentz pure r pˆÑ pˆ2 s transforme qˆ12 en l’oppose´ de l’impulsion
relative unitaire de ´p et p2, c’est-a`-dire, en vecteur d’he´licite´ de p2 :
espp2q “ r pˆÑ pˆ2 s qˆ21 “ hpp2, pq
“ 2m2?
Λ
ˆ
´p` p2 p2 ¨ p
m22
˙
“ 2m2?
Λ
ˆ
´p1 ` p2 p1 ¨ p2
m22
˙
(1.46)
Aussi, d’apre`s Jacob et Wick 3, la te´trade associe´e a` p2 est-elle plutoˆt de´finie comme
r p2 s “ r p2 sh “ r pˆÑ pˆ2 s r p sh Y (1.47)
Y e´tant la rotation d’angle π autour de l’axe n2pp˚q “ n2, qui renverse donc n3 et permet d’obtenir
ainsi n3pp2q “ hpp2, pq. En outre, les vecteurs de polarisation circulaire de la te´trade de p sont
conserve´s dans les deux transformations r pˆÑ pˆ1 s et r pˆÑ pˆ2 s, ce qui fait que :
ep˘qpp1q “ ep˘qppq “ ep¯qpp2q (1.48)
Ainsi, cette de´finition des te´trades correspond bien a` un couplage d’he´licite´ entre les trois lignes
du vertex. L’inte´reˆt majeur de celui-ci re´side dans les deux faits suivants :
UBien que les deux rotations de Wigner 1.36 ne soient pas identiques, elles sont ne´anmoins
relie´es simplement puisqu’elles sont inverses l’une de l’autre :
RA1 “ R´1A2 “ R´1pqˆAq RA Rpqˆq “ rAps´1h A rpsh
avec RA “ rAps´1 A rps , qˆA “ RAqˆ (1.49)
Rpqˆq “ Rpn3 Ñ qˆq , RpqˆAq “ Rpn3 Ñ qˆAq
♠ RA1 est une rotation d’angle ψA dans le bi-plan pn1, n2q et conserve donc n3. Par conse´quent,
on a
3. M. Jacob, G. C. Wick, Ann. Phys. 7, 404 (1959).
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Ds1
λ1
1
λ1
pRA1q “ δλ1λ11 e´iλ1ψA , Ds2λ12λ2pRA2q “ δλ2λ12 e
iλ2ψA (1.50)
ce qui montre que les indices respectifs λ1 et λ2 des deux particules sont ici des invariants
relativistes. Nous pouvons retrouver ce re´sultat en remarquant que les vecteurs d’he´licite´ hpp1, pq
et hpp2, pq satisfont la relation de covariance 1.13 :
Λthppi, pqu “ hpΛpi,Λpq i “ 1, 2 (1.51)
et que, comme nous l’avons indique´ plus haut, les composantes de spin suivant ces vecteurs
sont des invariants relativistes dans l’espace E. C’est par analogie avec l’invariance relativiste
de l’he´licite´ d’une particule de masse nulle que ces indices de spin particuliers sont appele´s aussi
he´licite´s et le couplage obtenu couplage d’he´licite´. Par rapport au couplage ℓ ´ s standard, ce
couplage pre´sente l’immense avantage de ramener chacune des rotations de Wigner a` une rotation
autour de l’axe n3 dans le re´fe´rentiel ou` la particule conside´re´e est au repos, auquel cas les matrices
Dsi sont diagonales et les indices de spin correspondants de la particule apparaissent alors comme
des invariants relativistes. Devant l’extreˆme simplification apporte´ par ce dernier re´sultat, le
proble`me de la re´duction devient secondaire et pour e´tudier les deux autres cas annonce´s nous
nous laisserons guider par ce qui vient d’eˆtre fait ici.
Sous les transformations du groupe de Poincare´ restreint, les e´tats a` deux particules en couplage
d’he´licite´ se transforment donc de la manie`re suivante :
Upa,Aq |r p1 sh, λ1; r p2 sh, λ2 ą“ eia 9Ap eipλ2´λ1qψA |rAp1sh, λ1; rAp2sh, λ2 ą (1.52)
En particulier, si A est une rotation dans le plan orthogonal au “plan de vertex”, plan de´fini par
les trois impulsions du vertex, les impulsions restent inchange´es et, dans cette transformation,
l’e´tat des deux particules est simplement multiplie´ par un facteur de phase :
UpAq |r p1 sh, λ1; r p2 sh, λ2 ą“ eipλ2´λ1qψ |r p1 sh, λ1; r p2 sh, λ2 ą (1.53)
Il s’agit ici d’une rotation des vecteurs de polarisation circulaire ep˘qppq, ou encore, d’un change-
ment de te´trade associe´e a` p qui se traduit, dans le syste`me du centre de masse des deux particules
ou`
ÝÑ
p1 et
ÝÑ
p2 sont coline´aires a` n3, par une rotation d’angle ψ dans le plan pn1, n2q.
Pour ce qui concerne les vecteurs constituant les te´trades d’he´licite´, on a aussi
A epλqppiq “ rAp1sh RAi epλqpp˚q “ e´iλψi epλqpApiq (1.54)
avec ψp “ ψA “ ψpi “ ´ψp2 . Par conse´quent, l’indice λ lui-meˆme est un invariant relativiste. Ce
re´sultat peut eˆtre retrouve´ simplement en conside´rant a` nouveau l’e´quation aux valeurs propres
de l’ope´rateur d’he´licite´
λαβppiq “ i εαβµν esppiqµ etppiqν (1.55)
ope´rateur qui, les deux vecteurs esppiq et etppiq ayant ici la covariance requise, posse`de lui aussi
des valeurs propres invariantes relativistes. On a en particulier
λαβppq “ i εαβµν qˆµ12 pˆν (1.56)
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1.3.2 Deuxie`me cas (fig 1.3)
Nous supposerons ici que la ligne entrante 1 et la ligne sortante 2 du vertex repre´sentent encore
deux particules re´elles d’impulsions p1 et p2 respectivement, tandis que la troisie`me ligne sortante
repre´sente une particule virtuelle e´mise a` ce vertex et dont l’impulsion p “ p1 ´ p2, du genre
espace : p2 “ ´t ă 0, est le quadri-transfert d’impulsion entre les deux particules 1 et 2.
P
P1 P2
Figure 1.3 – Vertex a` deux particules re´elles, l’une entrante, l’autre sortante
Le cas envisage´ ici correspond, en quelque sorte, a` un “couplage d’he´licite´ dans la voie t” pour
les deux particules 1 et 2. Pour de´finir ce couplage, nous proce`derons par analogie avec le cas
pre´ce´dent.
Ici, p est l’impulsion totale de p1 et ´p2 et son vecteur unitaire pˆ est du genre espace
pˆ “ p?
t
, pˆ2 “ ´1
Son vecteur d’he´licite´, que nous noterons encore q12, est l’impulsion relative de p1 et ´p2, soit
q12 “ q21 “ 1
2
ˆ
p1 ` p2 ` m
2
1 ´m22
t
p
˙
“ p1 ` p1 ¨ p
t
p (1.57)
Il s’agit d’un vecteur du genre temps car
q212 “
Λp´t,m21,m22q
4t
ą 0 (1.58)
et qui pointe vers le futur, puisque (q12 ¨ pp1 ´ p2q “ 0) 4
q12 ¨ p1 “ q12 ¨ p2 “ 1
2
q12 ¨ pp1 ` p2q “ q212 ą 0 (1.59)
Les roˆles de p et q12 e´tant e´change´s par rapport au cas pre´ce´dent, nous de´finirons une te´trade
d’he´licite´ de p de la manie`re suivante. Choisissons en premier lieu une te´trade quelconque rq12s
associe´e a` q12. Effectuons ensuite la rotation du petit groupe de ce vecteur qui ame`ne n3pq12q sur
pˆ. La te´trade
r p sh “ Rpn3pq12q Ñ pˆq rq12s (1.60)
donne
r p shn0 “ etppq “ qˆ12 , r p sh n3 “ esppq “ pˆ (1.61)
4. Rappelons que si un vecteur du genre temps pointe vers le futur dans un re´fe´rentiel donne´, alors il pointe
aussi vers le futur dans tout autre re´fe´rentiel qui s’en de´duit par une transformation de LÒ`. Or, la relation 1.59
montre que dans le re´fe´rentiel ou` la particule 1 est au repos, q012 “ q12 ¨ p1{m1 ą 0. Par suite, q12 est bien du
genre temps futur.
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D’apre`s une remarque pre´ce´dente, pour satisfaire l’e´galite´ entre les trois rotations de Wigner
associe´es respectivement aux trois particules du vertex, il suffit d’utiliser des transformations
de Lorentz pures approprie´es. Il est facile de ve´rifier (voir appendice A) que celle, r qˆ12 Ñ pˆ1 s,
transformant qˆ12 en pˆ1 transforme pˆ en l’impulsion relative de p2 et p, c’est-a`-dire, en vecteur
d’he´licite´ de p1 :
rqˆ12 Ñ pˆ1s pˆ “ espp1q “ hpp1, pq “ 2m1?
Λ
ˆ
p´ p1 ¨ p
m21
p1
˙
(1.62)
avec Λ “ Λp´t,m21,m22q
Par ailleurs, puisque hpp2,´pq “ ´hpp2, pq, on a
rqˆ12 Ñ pˆ2s pˆ “ espp2q “ ´hpp2, p2 ´ p1q “ hpp2, pq (1.63)
c’est-a`-dire, la transformation de Lorentz pure r qˆ12 Ñ pˆ2 s transforme pˆ en l’impulsion relative
unitaire de´p1 et p, vecteur d’he´licite´ de p2. D’apre`s 1.63, il ne sera pas ne´cessaire, pour construire
la te´trade d’he´licite´ de la particule 2, de renverser les axes au de´part. Nous de´finirons donc les
te´trades d’he´licite´ des deux particules 1 et 2 par
r pi sh “ r qˆ12 Ñ pˆi s r p sh i “ 1, 2 (1.64)
Cette de´finition conduit bien a` un couplage d’he´licite´ entre les trois particules, pour lequel les
trois rotations de Wigner sont identiques et repre´sentent, chacune pour sa part, une rotation
autour de n3 (donc effectue´e dans le bi-plan pn1, n2q), dans un re´fe´rentiel particulier. Pour l’une
et l’autre des deux particules 1 et 2, ce re´fe´rentiel est celui ou` la particule correspondante est
au repos, tandis que pour la particule virtuelle d’impulsion p, il s’agit du re´fe´rentiel ou` q12 est
oriente´ suivant l’axe des temps. Ce dernier est l’analogue du re´fe´rentiel du centre de masse dans
le cas pre´ce´dent. Nous poserons ici
qˆ “ rq12s´1 pˆ , RA “ rAq12s´1 A rq12s
Rpqˆq “ Rpn3 Ñ qˆq , qˆA “ RA qˆ (1.65)
On obtient donc
RA1 “ RA2 “ RAppq “ rAps´1h A rpsh “ R´1pqˆAq RA Rpqˆq
Dsi
λ1iλi
pRAiq “ δλiλ1i e´iλiψA (1.66)
la toute dernie`re relation traduisant le fait que les composantes de spin des particules 1 et 2
suivant leur propre vecteur d’he´licite´, λppiq “ Wippˆiq ¨ hppi, pq, sont des invariants relativistes.
Lorsque la transformation A est une rotation dans le plan perpendiculaire au plan de vertex, les
impulsions sont inchange´es et les e´tats d’he´licite´ des deux particules sont simplement multiplie´es
par un facteur de phase :
UpAq |r pi sh, λi ą“ e´iλiψ |r pi sh, λi ą (1.67)
Dans le re´fe´rentiel ou` q12 est oriente´ suivant l’axe des temps et qˆ oriente´ suivant n3 (
ÝÑ
p1 et
ÝÑ
p2
sont alors e´galement coline´aires a` n3), cette transformation est une rotation d’angle ψ, effectue´e
dans le plan pn1, n2q, des vecteurs de polarisation circulaire, lesquels sont identiques pour les trois
te´trades :
Christian Carimalo 11 Calcul spinoriel
Chapitre 1. Formalisme d’he´licite´
e˘pp1q “ e˘pp2q “ e˘ppq (1.68)
Soulignons ici que le couplage dont il vient d’eˆtre question n’a de sens qu’a` condition d’envisager
les transformations de Lorentz simultane´ment dans les deux espaces d’e´tats associe´s respective-
ment a` chacune des particules 1 et 2 re´elles. Cette circonstance intervient lorsqu’on e´tudie des
e´le´ments de matrice de la forme
ă r p2 s, σ2|O|r p1 s, σ1 ą (1.69)
qui repre´sentent des amplitudes de vertex pour des vertex tel celui de la figure 1.4 (a) interve-
nant dans un diagramme en arbre tel celui de la figure 1.4 (b) de´crivant un certain processus
e´le´mentaire. L’ope´rateur O qui y figure repre´sente le courant associe´ a` ce vertex, couple´ a` une
particule virtuelle que nous avons sche´matise´e par la ligne sortante d’impulsion p dans la figure
1.3.
(a)
(b)
Figure 1.4 – Vertex (a) dans le diagramme en arbre (b)
L’introduction du couplage d’he´licite´ dans la voie t entre les particules 1 et 2 permet d’obtenir
de nouvelles amplitudes de vertex dont la loi de transformation est, d’apre`s 1.66, beaucoup plus
simple que celle de 1.69 ou` les te´trades seraient choisies arbitrairement. En effet, A e´tant une
transformation de Lorentz, on a de`s lors
ă r p2 sh, λ2|U´1pAqUpAq J U´1pAqUpAq|r p1 sh, λ1 ą“
eipλ2´λ1qψA ă rAp2sh, λ2| JA |rAp1sh, λ1 ą (1.70)
ou` J est le courant du vertex et JA “ UpAq J U´1pAq le courant transforme´ dont l’expression
de´pend de la repre´sentation de Lorentz associe´e a` ce courant, c’est-a`-dire, en fait, de celle de la
particule virtuelle a` laquelle il est couple´, puisque, d’apre`s les principes ge´ne´raux de la the´orie
des champs, lesdites repre´sentations doivent eˆtre identiques.
C’est en projetant ces amplitudes de vertex avec couplage d’he´licite´ sur les fonctions d’onde
d’he´licite´ de la particule virtuelle que l’on obtient ce qu’on appelle des amplitudes d’he´licite´,
caracte´ristiques du vertex conside´re´ et qui sont invariantes relativistes.
On notera que chacun des vecteurs epλqppq de la te´trade d’he´licite´ de p est vecteur propre, avec
la valeur propre λ, de l’ope´rateur d’he´licite´ quadri-vectorielle
λαβppq “ i εαβµν pˆµ qˆν12 (1.71)
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qui peut eˆtre conside´re´ comme le prolongement analytique de l’ope´rateur similaire 1.56 du cas
pre´ce´dent
λcas 1pp1 ` p2q Ñ ´λcas 2pp1 ´ p2q (1.72)
On peut d’ailleurs relier facilement les vecteurs et et es obtenus dans l’un et l’autre cas par la
substitution p2 Ñ ´p2
ecas 1t pp1 ` p2q Ñ ecas 2t pp1 ´ p2q , ecas 1s pp1 ` p2q Ñ ecas 2s pp1 ´ p2q (1.73)
Rappelons ici que les ge´ne´rateurs du petit groupe d’un vecteur p du genre espace sont donne´s
par
Jppq “ n0ppq ¨W ppq , W1ppq “ ´n1ppq ¨W ppq , W2ppq “ ´n2ppq ¨W ppq (1.74)
W ppq e´tant l’ope´rateur de Pauli-Lubansky 1.1 et pn0, n1, n2, pˆq une base orthonormale de l’espace-
temps (n20ppq “ 1 , n21ppq “ n22ppq “ ´1). L’ensemble de ces trois ope´rateurs satisfait aux relations
de commutation de Lp2, 1q et Jppq engendre le groupe des rotations dans le plan pn1, n2q. C’est
pre´cise´ment ce groupe de rotations que l’on retrouve aussi bien lorsque p est du genre temps que
lorsque p est du genre espace : dans le premier cas, Jppq est la composante du spin suivant n3ppq,
tandis que dans le second cas, c’est la composante du spin suivant n0ppq. Dans les deux cas, Jppq
a le meˆme ensemble de valeurs propres. Si la projection se fait suivant un vecteur d’he´licite´ de
p, la composante Jppq obtenue est l’ope´rateur d’he´licite´ de la particule, dont les valeurs propres
posse`dent alors l’invariance relativiste.
En remarque finale, notons aussi que les e´tats de spin d’un photon virtuel sont de´crits dans le
cadre de la repre´sentation quadri-vectorielle du groupe de Lorentz. Aussi, lorsque la particule vir-
tuelle est un photon, l’he´licite´ quadri-vectorielle 1.56 ou 1.71 repre´sente effectivement l’he´licite´ du
photon. Les vecteurs propres epλqppq de cet ope´rateur, qui constituent la te´trade de p, repre´sentent
quant a` eux les fonctions d’onde d’he´licite´ de ce photon.
1.3.3 Troisie`me cas (figs 1.2, 1.5)
Conside´rons maintenant le cas ou` les deux particules entrantes 1 et 2 du vertex de la figure
1.2 sont virtuelles et du genre espace. La troisie`me ligne, sortante, dont l’impulsion du genre
temps est la somme des impulsions des particules 1 et 2, repre´sente soit un e´tat quantique re´el
quelconque X comme dans la figure 1.5 (a), type de vertex que l’on trouve notamment dans le
processus de´crit par le diagramme de la figure 1.5, soit une particule virtuelle (du genre temps).
Nous poserons ici
p21 “ ´t ă 0 , p22 “ ´t1 , p “ p1 ` p2 , p2 “ s ą 0 (1.75)
En fait, ce troisie`me cas diffe`re peu du premier quant au principe du couplage. Nous proce`derons
encore par analogie avec les deux cas pre´ce´dents.
❶ Pour l’impulsion totale p :
r p sh “ Rpn3ppq Ñ qˆ12q r p s (1.76)
ou` rps est une te´trade arbitraire associe´e a` rps. Le vecteur d’he´licite´ q12 repre´sente ici encore
l’impulsion relative des particules 1 et 2 :
q12 “ ´q21 “ p1 ´ p1 ¨ p
s
p “ ´p2 ` p2 ¨ p
s
p (1.77)
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(b)
(a)
Figure 1.5 – (a) vertex a` deux particules virtuelles entrantes ; (b) exemple
On a ici
q212 “ ´
Λ
s
, avec Λ “ Λps,´t,´t1q , qˆ212 “ ´1
❷ Pour la particule 1 du genre espace :
r p1 sh “ r pˆÑ h1 s r p sh (1.78)
h1 e´tant l’impulsion relative unitaire de p et ´p2 :
h1 “ hpp1, pq “ etpp1q “ 2
?
t?
Λ
´
p` p1 ¨ p
t
p1
¯
, h21 “ 1 , h01 ą 0 (1.79)
Il est facile de ve´rifier que l’on a
r pˆÑ h1 s qˆ12 “ pˆ1 (1.80)
❸ Pour la particule 2 du genre espace :
Soit h2 l’impulsion relative unitaire de p et ´p1, vecteur d’he´licite´ de p2 :
h2 “ hpp2, pq “ etpp2q “ 2
?
t1?
Λ
´
p` p2 ¨ p
t1
p2
¯
, h22 “ 1 , h02 ą 0 (1.81)
dans la transformation de Lorentz pure amenant pˆ sur ce vecteur, qˆ12 est transforme´ en ´pˆ2 :
rpˆ Ñ h2s qˆ12 “ ´pˆ2. Donc, ici e´galement, il sera ne´cessaire de renverser au de´part l’axe n3 par
la rotation Y introduite pre´ce´demment, de fac¸on a` obtenir n3pp2q “ pˆ2. La te´trade associe´e a` la
particule 2 sera donc de´finie par
r p2 sh “ r pˆÑ h2 s r p sh Y (1.82)
Il est clair que ces de´finitions conduisent bien a` un couplage d’he´licite´ entre les trois particules.
On obtient ici encore
ep˘qpp1q “ ep˘qppq “ ep¯qpp2q , RA1 “ RAppq “ R´1A2 “ rApshA r p sh
Du fait que l’on ne dispose plus d’espace d’e´tats de particules re´elles pour les particules 1 et 2, ce
couplage doit eˆtre envisage´ dans l’espace produit tensoriel des deux espaces de fonctions d’onde
de´crivant les e´tats de spin respectifs de l’une ou l’autre de ces deux particules virtuelles.
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1.3.4 Extension aux e´tats a` N ě 3 particules du genre temps 5
Lorsqu’on dispose de plus de deux particules, et donc de plus de deux impulsions, il devient
possible de construire, a` partir de ces impulsions, des bases comple`tes d’espace-temps, dont les
vecteurs se transforment comme les impulsions, c’est-a`-dire, des vecteurs posse`dant la proprie´te´
de covariance 1.13 6. De`s lors, les projections des spins des particules sur l’un quelconque de ces
vecteurs seront invariantes. Cette possibilite´ vient du fait que dans le re´fe´rentiel du centre de masse
du syste`me des N ě 3 particules, on peut former, avec les N ´ 1 tri-impulsions inde´pendantes,
un ve´ritable solide rigide a` trois dimensions, auquel on peut attacher un syste`me d’axes pouvant
servir de base tri-dimensionnelle, ce qui ne peut eˆtre re´alise´ pour un e´tat a` une seule particule
(tri-impulsion nulle dans le re´fe´rentiel de la particule au repos) ou un e´tat a` deux particules (une
seule tri-impulsion dans ce cas). Cela est e´vident pour N ě 4 (N ´ 1 ě 3). Pour N “ 3, on note
qu’a` deux tri-vecteurs inde´pendants
ÝÑ
p1 et
ÝÑ
p2 formant un triangle on peut adjoindre le vecteurÝÑ
p1 ^ ÝÑp2 perpendiculaire a` ce triangle pour former un te´trae`dre.
Conside´rons justement le cas N “ 3. A titre d’exemple, de´finissons la te´trade d’he´licite´ de l’im-
pulsion totale P “ p1 ` p2 ` p3 de la manie`re suivante :
T “ Pˆ “ P?
s
, avec s “ P 2 , Yµ “ Ny εµνρσ pν1pρ2pσ3 , Z “ Nz
"
p3 ´ P ¨ p3
s
P
*
Xµ “ εµνρσT νY ρZσ (1.83)
ou` l’on note que dans l’e´change 1 Ø 2, T et Z sont syme´triques tandis que Y et X sont an-
tisyme´triques 7. On ve´rifie sans peine que ces vecteurs sont bien orthogonaux deux a` deux. Les
facteurs Ny et Nz assurent la normalisation de Y et de Z, respectivement (Y
2 “ Z2 “ ´1).
On les e´value le plus simplement en se plac¸ant dans le re´fe´rentiel du centre de masse des trois
impulsions ou`
Y “ p0,
ÝÑ
Y q ,
ÝÑ
Y “ Ny
”ÝÑ
p1 ^ ÝÑp2
ı
CM
“ Ny
”ÝÑ
p2 ^ ÝÑp3
ı
CM
“ Ny
”ÝÑ
p3 ^ ÝÑp1
ı
CM
,
Z “ p0,
ÝÑ
Z q ,
ÝÑ
Z “ NzpÝÑp3 qCM pÝÑp3 “ ´ ÝÑp1 ´ ÝÑp2 qCM
d’ou` l’on de´duit imme´diatement (a` un signe pre`s)
N´1y “ tp1p2| sinΘ12|uCM “ tp2p3| sinΘ23|uCM “ tp3p1| sinΘ31|uCM , et N´1z “ pCM3
ou`, dans ledit re´fe´rentiel, Θij est l’angle entre les tri-impulsions des particules i et j et les p
CM
i
sont les modules de ces tri-impulsions :
pCMi “
Λ1{2ps,m2i ,W 2kℓq
2
?
s
, i ‰ k ‰ ℓ
W 2kℓ “ ppk ` pℓq2 e´tant la carre´ de la masse invariante du sous-syste`me pk, ℓq. Tenant compte de
la relation
5. Cette extension est pre´sente´e sous sa forme la plus ge´ne´rale dans : M. Kummer, J. Math. Phys. 7, 997 (1966) ;
J. Werle, “Relativistic Theory of Reactions”, North-Holland Pub. Comp., Amsterdam (1966) ; P. Moussa, The`se
d’e´tat, Orsay (1968) ; pour le cas N “ 3, voir aussi : S. M. Berman, M. Jacob, Phys. Rev. 139 B, 1023 (1965).
6. Remarquons ici qu’il peut eˆtre utile de choisir les e´le´ments de la base en fonction de leurs proprie´te´s de
syme´trie vis-a`-vis du groupe des permutations SN .
7. En fait, sous une permutation quelconque de S3, T est comple`tement syme´trique et Y comple`tement anti-
syme´trique.
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εσµνρ ε
σαβγ “ ´  δαµδβν δγρ ` δαν δβρ δγµ ` δαρ δβµδγν ´ δαµδβρ δγν ´ δαρ δβν δγµ ´ δαν δβµδγρ(
on trouve le vecteur X sous la forme
X “ NyNz?
s
"
rs p2 ¨ p3 ´ P ¨ p2 P ¨ p3s
ˆ
p1 ´ P ¨ p1
s
P
˙
´rs p1 ¨ p3 ´ P ¨ p1 P ¨ p3s
ˆ
p2 ´ P ¨ p2
s
P
˙*
ou encore
X “ NyNz?
s
"
r p2 ¨ p3 P ¨ p3 ´m23 P ¨ p2s
ˆ
p1 ´ p3 ¨ p1
m23
p3
˙
´r p1 ¨ p3 P ¨ p3 ´m23 P ¨ p1s
ˆ
p2 ´ p3 ¨ p2
m23
p3
˙*
Dans le re´fe´rentiel du centre de masse global, ce vecteur s’e´crit
X “ p0,
ÝÑ
X q , avec
ÝÑ
X “
ÝÑ
p3 ^
!ÝÑ
p1 ^ ÝÑp2
)
ˇˇˇÝÑ
p3 ^
!ÝÑ
p1 ^ ÝÑp2
)ˇˇˇ
ˇˇˇˇ
ˇˇ
CM
A partir de cette te´trade rP sh, les te´trades d’he´licite´ des particules seront ensuite de´finies comme
r pi sh “ r Pˆ Ñ pˆi s rP sh
ce qui conduit a` l’e´galite´ des rotations de Wigner. On obtient ainsi les te´trades suivantes 8.
➀ Particule 1
T1 “ pˆ1 “ p1
m1
, Y1 “ Y
Z1 “ Nz
"
p3 ´ p3 ¨ p1
m21
p1 ` 1
1` ξ1
"
p1 ¨ p3
m1
?
s
` P ¨ p3
s
*„
´P ` P ¨ p1
m21
p1
 *
X1 “ NyNz?
s
"
rs p2 ¨ p3 ´ P ¨ p2P ¨ p3sm1?
s
ˆ
´P ` P ¨ p1
m21
p1
˙
` rP ¨ p1 P ¨ p3 ´ s p1 ¨ p3s
„
p2 ´ p2 ¨ p1
m21
p1 ` 1
1` ξ1
ˆ
p1 ¨ p2
m1
?
s
` P ¨ p2
s
˙ˆ
´P ` P ¨ p1
m21
p1
˙ *
avec ξ1 “ coshχ1 “ P ¨ p1
m1
?
s
➁ Particule 2
T2 “ pˆ2 “ p2
m2
, Y2 “ Y
Z2 “ Nz
"
p3 ´ p3 ¨ p2
m22
p2 ` 1
1` ξ2
"
p2 ¨ p3
m2
?
s
` P ¨ p3
s
*„
´P ` P ¨ p2
m22
p2
 *
8. Le ve´rifier.
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X2 “ ´NyNz?
s
"
rs p1 ¨ p3 ´ P ¨ p1P ¨ p3sm2?
s
ˆ
´P ` P ¨ p2
m22
p2
˙
` rP ¨ p2 P ¨ p3 ´ s p2 ¨ p3s
„
p1 ´ p1 ¨ p2
m22
p2 ` 1
1` ξ2
ˆ
p2 ¨ p1
m2
?
s
` P ¨ p1
s
˙ˆ
´P ` P ¨ p2
m22
p2
˙ *
avec ξ2 “ coshχ2 “ P ¨ p2
m2
?
s
➂ Particule 3
T3 “ pˆ3 “ p3
m3
, X3 “ X , Y3 “ Y
Z3 “ Nzm3?
s
"
´P ` P ¨ p3
m23
p3
*
Comme on le voit, le choix 1.83 privile´gie en fait la particule 3 par rapport aux deux autres, Z3
prenant la forme d’un vecteur d’he´licite´, selon la de´finition 1.17 que nous lui avons donne´e. Comme
le vecteur Y est perpendiculaire a` l’hyperplan forme´ par les trois impulsions, un autre choix, plus
syme´trique bien qu’inusuel, consisterait a` rede´finir l’he´licite´ des particules comme projection de
leurs spins respectifs sur cet axe commun. On peut e´galement opter pour le couplage d’he´licite´
suivant, syme´trique lui aussi, qui pre´sente l’avantage de s’adapter a` un nombre quelconque de
particules, mais qui ne donne pas l’e´galite´ des rotations de Wigner.
Plac¸ons-nous dans le re´fe´rentiel du centre de masse global des N particules, de base
Pˆ
ˇˇˇ
CM
“ T˚ “ p?s,ÝÑ0 q , X˚ “ p0,ÝÑex q , Y˚ “ p0,ÝÑey q , Z˚ “ p0,ÝÑez q (1.84)
X
Z
o
o
o
X i
YiPi
θ
φi
i
Y
Figure 1.6 – Parame´trisation d’une tri-impulsion dans le re´fe´rentiel du centre de masse
Utilisant la parame´trisation des coordonne´es sphe´riques(voir figure 1.6), la tri-impulsion de la
particule i sera e´crite sous la forme
ÝÑ
pi CM “ p˚i
ÝÑ
eri , avec
ÝÑ
eri“ cos θi ÝÑez ` sin θi
´
cosϕi
ÝÑ
ex ` sinϕi ÝÑey
¯
ou` θi est l’angle orbital et ϕi l’angle azimutal de la particules. Introduisons aussi les vecteurs
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ÝÑ
eθi“ ´ sin θi ÝÑez ` cos θi
´
cosϕi
ÝÑ
ex ` sinϕi ÝÑey
¯
ÝÑ
eϕi“ ´ sinϕi ÝÑex ` cosϕi ÝÑey
et notons
Xi|CM ” p0,
ÝÑ
eθiq , Yi|CM ” p0,
ÝÑ
eϕiq , Zi|CM “ p0,
ÝÑ
eriq (1.85)
Les quatre vecteurs T “ Pˆ , Xi, Yi, Zi forment une base relie´e a` la base standard 1.84 par la
matrice de rotation
Ri “
¨˚
˚˝ 1 0 0 00 cos θi ´ sinϕi sin θi cosϕi
0 cos θi sinϕi cosϕi sin θi sinϕi
0 ´ sin θi 0 cos θi
‹˛‹‚ (1.86)
On notera que le vecteur Zi peut eˆtre exprime´ comme
Zi “ 1
p˚i
ˆ
pi ´ P ¨ pi
s
P
˙
(1.87)
avec p˚i “ Λ
1{2ps,m2i ,W 2i q
2
?
s
, W 2i “ pP ´ piq2
et repre´sente donc pour P un vecteur d’he´licite´, dans un couplage d’he´licite´ entre le syste`me
global et la particule i. Nous noterons
rP shi “ Ri r P˚ s (1.88)
la te´trade correspondante, que l’on peut appeler te´trade d’he´licite´ de P relativement a` la particule
i. A partir de cette te´trade, celle relative a` pi sera obtenue par la transformation de Lorentz pure
r Pˆ Ñ pˆi s :
r pi sh “ rPˆ Ñ pˆis rP shi :
pˆi “ ti “ coshχi T ` sinhχi Zi , zi “ sinhχi T ` coshχi Zi
xi “ Xi , yi “ Yi , coshχi “ P ¨ pi
mi
?
s
et donc zi “ 2mi
Λ1{2ps,m2i ,W 2i q
ˆ
´P ` pi ¨ P
m2i
pi
˙
(1.89)
ce qui correspond bien a` un couplage d’he´licite´ entre les te´trades de P et pi.
Pour terminer, remarquons que ce formalisme peut eˆtre e´tendu sans difficulte´ au cas ou` certaines
particules sont virtuelles et du genre espace.
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1.4 Fonctions d’onde des particules virtuelles
Mis a` part le cas spe´cial des particules, qui, telles le photon, ont une masse re´elle nulle, cas qui
requiert ge´ne´ralement une e´tude particulie`re, la construction explicite de ces fonctions d’onde,
aussi appele´es amplitudes spinorielles 9, ne pose pas de proble`me majeur lorsque l’impulsion p
de la particule virtuelle est du genre temps. Pour les obtenir, il suffit en effet d’effectuer un
prolongement analytique des fonctions d’onde de la particule sur-couche, c’est-a`-dire, lorsque son
impulsion (du genre temps futur) ve´rifie p2 “ m2 ou` m est sa masse re´elle, en remplac¸ant partout
m par
?
s “
a
p2, grandeur qui repre´sente alors la masse de la particule hors-couche. Ainsi, les
fonctions d’onde d’un e´lectron, resp. d’un positron, virtuel du genre temps sont simplement les
spineurs Uσprpsq, resp. Vσprpsq, de´crivant les e´tats de spin d’un e´lectron, resp. d’un positron, de
masse
?
s. Ces spineurs ve´rifient les e´quations de Dirac`
p{ ´ ?s˘Uσpr p sq “ 0 , `p{ ` ?s˘Vσprpsq “ 0 (1.90)
ou` p{ “ pµγµ, les γµ, µ “ 0, 1, 2, 3 e´tant les quatre matrices de Dirac Elles sont aussi vecteurs
propres, avec la valeur propre σ “ ˘1{2, de la composante suivant n3ppq de l’ope´rateur de
polarisation qui prend ici l’expression
Wµppˆq “ i
4
εµναβ pˆ
ν γα γβ (1.91)
Pour une particule de spin J quelconque, les fonctions d’onde de la repre´sentation spinorielle
correspondant a` ce spin sont des spineurs a` 2p2J ` 1q composantes. Ils ve´rifient une e´quation
analogue a` l’e´quation de Dirac 10 :
rΓppˆq ´ 1 s Uσpr p sq “ 0 , avec
Γppˆq “
¨˝
0 DJ p pˆ
„
q
DJ p ˜ˆp q 0
‚˛ , et ˜ˆp “ pˆ´1
„
pˆ2 “ pˆ´1
„
(1.92)
les DJ e´tant des matrices carre´es (2J+1)ˆ(2J+1).
Les fonctions d’onde des particules virtuelles du genre espace peuvent eˆtre construites dans le
meˆme espace de repre´sentation spinorielle que celui correspondant a` la particule virtuelle du
genre temps. Elles seront alors de´finies comme e´tant les vecteurs propres de la composante de
l’ope´rateur de polarisation de cette repre´sentation suivant le vecteur unitaire du genre temps
futur n0ppq. Comme nous l’avons de´ja` note´, cet ope´rateur et l’ope´rateur S3ppq pour la particule
du genre temps sont les meˆmes, au signe pre`s, et posse`dent donc le meˆme ensemble de valeurs
propres. Cependant, selon la valeur J du spin de la repre´sentation, une difficulte´ se pre´sente
concernant l’e´quation de Dirac ge´ne´ralise´e a` laquelle doivent en principe satisfaire les fonctions
d’onde. En effet, l’extension la plus imme´diate de 1.92 est la suivante :
rΓppˆq ´ 1 sΨppq “ 0 (1.93)
ou` cette fois pˆ est le vecteur unitaire du genre espace porte´ par p : pˆ “ p{?t , t “ ´p2 ą 0.
Mais puisque Γ2ppˆqΨppq “ ΓppˆqΨppq “ Ψppq et que Γ2ppˆq “ p´1q2J , l’e´quation 1.93 ne peut eˆtre
valable que si J est entier et ne peut donc eˆtre retenue pour les valeurs demi-entie`res du spin.
Par exemple, dans le cas d’un e´lectron, l’e´quation serait
9. Voir P. Moussa, R.Stora, loc. cit. ; voir aussi S. Weinberg, Phys. Rev. 133, B1318 (1964).
10. Et qui revient a` 1.90 pour J “ 1{2.
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´
p{ ´
?
t
¯
Ψppq “ 0
d’ou` l’on de´duirait ´
p{ `
?
t
¯ ´
p{ ´
?
t
¯
Ψppq “ ´2tΨppq “ 0
ce qui conduirait a` la solution triviale (et inutile) Ψppq “ 0.
Pour reme´dier a` cette difficulte´, il peut s’ave´rer tre`s commode d’introduire, ainsi que l’a fait P.
Kessler 11, le nombre 1ˆ, dont les proprie´te´s sont les suivantes :
1ˆ‹ “ 1ˆ , 1ˆ2 “ ´1 (1.94)
L’emploi de ce nombre e´vite celui des nombres complexes et permet d’effectuer simplement cer-
tains prolongements analytiques. En particulier, la “masse” de la particule virtuelle peut eˆtre
de´finie par a
p2 “ 1ˆ
?
t (1.95)
et le vecteur unitaire du genre espace pˆ peut eˆtre transforme´ en un vecteur unitaire du genre
temps par la substitution
pˆÑ pa
p2
“ p
1ˆ
?
t
“ pˆ1 (1.96)
On ge´ne´ralisera de`s lors l’e´quation 1.92 au cas “genre espace- spin demi-entier” par“
Γppˆ1q ´ 1‰ Ψppq “ 0 (1.97)
Par exemple, pour un e´lectron ou un positron, on aura maintenant´
p{ ´ 1ˆ
?
t
¯
Uσprpsq “ 0 ,
´
p{ ` 1ˆ
?
t
¯
Vσprpsq “ 0
Notons e´galement que si l’on transforme simultane´ment le vecteur unitaire du genre temps associe´
a` p en un vecteur unitaire du genre espace par la substitution
n0ppq Ñ n10ppq “
n0ppq
1ˆ
(1.98)
la te´trade ppˆ1, n1ppq, n2ppq, n10ppq constitue cette fois une base orthonorme´e et directe de l’espace-
temps, ayant pˆ1 pour vecteur unitaire du genre temps.
Dans SL(2,C), on peut repre´senter la transformation permettant d’e´changer les roˆles des vecteurs
n0 et n3 d’une te´trade de re´fe´rence par la matrice
a “
a
1ˆ
ˆ
1ˆ 0
0 1
˙
(1.99)
qui est telle que
aτ0a “ τ3
1ˆ
, aτ3a “ τ0
1ˆ
, aτia “ τi i “ 1, 2 (1.100)
11. P. Kessler : Nucl. Phys. B 15, 253 (1970). Voir aussi A. Jaccarini, Canadian Journ. of Phys. 51, 1304 (1973) ;
The`se d’Etat, Universite´ Laval, Que´bec, Canada (1975).
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De`s lors, la transformation qui permet d’amener la te´trade de re´fe´rence sur celle associe´e a` pˆ1
de´finie ci-dessus pourra eˆtre repre´sente´e par la matrice
r p1 s “ r p s a (1.101)
r p s e´tant la te´trade de p, de´finie de la fac¸on habituelle par
r p s nα
∼
r p s: “ nαppq
∼
, n3ppq “ pˆ (1.102)
L’avantage que l’on retire de ces de´finitions est qu’elles permettent de prolonger analytiquement
les fonctions d’onde d’une particule du genre temps lorsque celle-ci devient du genre espace.
Ceci peut eˆtre ve´rifie´ dans le cas tre`s simple de l’e´lectron, pour lequel les spineurs pour p2 ă 0
s’obtiennent a` partir des spineurs pour p2 ą 0 par la transformation :
tUσprpsqup2ą0 Ñ
 
Uσprp1sq
(
p2ă0 (1.103)
ces spineurs e´tant, l’un et l’autre, normalise´s a` l’unite´.
1.5 Premie`re application : la me´thode d’he´licite´ ge´ne´ralise´e
La me´thode dont il sera question ici s’appuie sur le formalisme des couplages d’he´licite´ 12. Elle
permet de clarifier grandement le calcul de certains processus e´le´mentaires de´crits par des dia-
grammes de Feynman du type “arbre”. Elle conduit a` une factorisation de la section efficace
relative a` un tel diagramme en divers facteurs dynamiques ou taux de vertex, dont chacun ca-
racte´rise la dynamique d’un vertex particulier du diagramme. Plus pre´cise´ment, elle fournit le
moyen de de´finir sans ambigu¨ıte´ des facteurs dynamiques, caracte´ristiques, soit de chaque vertex,
soit de chaque e´change de particule virtuelle dans ce diagramme, et d’exprimer directement la
section efficace (diffe´rentielle) correspondante comme un produit, en ge´ne´ral de nature tensorielle,
de ces divers facteurs. Il en re´sulte une tre`s grande clarification des formules, qui se preˆtent ainsi
a` une meilleure interpre´tation physique.
1.5.1 Processus avec e´change d’un e´lectron du genre espace
Le processus envisage´ est sche´matise´ par le diagramme de la figure 1.7. En mettant a` part les
constantes de couplage et le de´nominateur du propagateur de l’e´lectron e´change´, l’amplitude de
transition correspondante s’e´crit
T “ X 1 pp{ `mq X (1.104)
m e´tant la masse de l’e´lectron sur-couche ; X et X 1 sont les amplitudes de vertex, de nature
spinorielle, se rapportant respectivement au vertex “de gauche” et au vertex “de droite” du
diagramme ; X “ X:γ0 est le spineur adjoint de X .
De´composons tout d’abord le propagateur de l’e´lectron suivant les fonctions d’onde de cet e´lectron
virtuel. On obtient :
p{ `m “
ÿ
σ
 
uUσpr p1 sqUσpr p1 sq ` v Vσpr p sqV σpr p sq
(
, V “ γ5U (1.105)
ou`
12. Voir P. Kessler, loc. cit
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Figure 1.7 – Diagramme d’un processus avec e´change d’un e´lectron virtuel
u “ 1
2
p1` m
m‹
q , v “ 1
2
p1 ´ m
m‹
q , m‹ “
a
p2 “ 1ˆ
?
t
les spineurs e´tant ici normalise´s selon Uσ U
1
σ “ 2m‹δσσ1
La te´trade rp1s peut eˆtre choisie arbitrairement, puisque la somme figurant dans 1.105 ne de´pend
pas de ce choix. Aussi, nous la prendrons comme e´tant la te´trade d’he´licite´ de p, de´finie re-
lativement au vertex de gauche. Mais pour pre´server la syme´trie entre les deux vertex, nous
exprimerons, en une deuxie`me e´tape, les spineurs adjoints U et V en fonction des spineurs ad-
joints U 1 et V 1 correspondant a` la te´trade d’he´licite´ de p de´finie cette fois relativement au vertex
de droite :
Uλ “
ÿ
λ1
r‹λλ1 U 1λ1 (1.106)
La matrice rλλ1 effectuant ce changement de te´trade repre´sente, en fait, la transformation de
Lorentz du petit groupe de p, amenant le plan du vertex de gauche sur le plan du vertex de
droite (“rotation d’angle imaginaire” autour de p). Explicitement, on a (λ en indice de ligne, λ1
en indice de colonne)
trλλ1 pθqu “
¨˚
˚˝˚ cos θ2 ´ sin θ2
sin
θ
2
cos
θ
2
‹˛‹‹‚ (1.107)
On obtient ainsi
p{ `m “
ÿ
λ,λ1
r‹λλ1
`
u Uλ U 1λ1 ` v Vλ V 1λ1
˘
(1.108)
Une telle de´composition du propagateur permet d’exprimer l’amplitude de transition en fonction
d’amplitudes d’he´licite´ relatives a` chacun des deux vertex :
T “
ÿ
λ,λ1
r‹λλ1
!
u Jλ J
1‹
λ1 ` v Jλ J 1
‹
λ1
)
(1.109)
ces amplitudes e´tant de´finies par
Jλ “ XUλ , Jλ “ XVλ (1.110)
pour le vertex de gauche et par
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J 1λ1 “ X 1U 1λ1 , J 1λ1 “ X 1V 1λ1 (1.111)
pour le vertex de droite. Supposons que les matrices densite´s de spin des particules externes du
diagramme soient diagonales. Le taux d’interaction relatif au diagramme est alors donne´ par
T “
ÿ
λ,λ1
ÿ
χ,χ1
ÿ
g,d
!
u Jλ J
1‹
λ1 ` v Jλ J 1
‹
λ1
)
r‹λλ1 ˆ rχχ1
!
u J‹χ J
1
χ1 ` v J
‹
χ J
1
χ1
)
“
ÿ
λχ
ÿ
λ1χ1
r‹λλ1rχχ1
#
u2
#ÿ
g
JλJ
‹
χ
+#ÿ
d
J 1‹λ1J
1
χ1
+
` v2
#ÿ
g
JλJ
‹
χ
+#ÿ
d
J 1
‹
λ1J
1
χ1
+
`uv
#ÿ
g
JλJ
‹
χ
+#ÿ
d
J 1‹λ1J 1χ1
+
` uv
#ÿ
g
JλJ
‹
χ
+#ÿ
d
J 1
‹
λ1J
1
χ1
++
(1.112)
ou` les symboles
ÿ
g
et
ÿ
d
signifient que l’on somme sur les indices de spin des particules externes
des vertex de gauche et de droite, respectivement.
Dans le diagramme de la figure 1.7, les lignes entrantes a et b repre´sentent habituellement deux
particules allant entrer en collision, d’impulsion et de spin pa, sa et pb, sb, respectivement. Nous
choisirons pour leurs te´trades celles qui re´alisent le couplage d’he´licite´ au vertex de gauche et
au vertex de droite, respectivement. Quant aux lignes sortantes X et X 1, elles peuvent a priori
repre´senter des e´tats finals quelconques re´sultant de la collision, mais nous supposerons en premier
lieu que ces derniers sont des e´tats a` une particule chacun, d’impulsion et de spin pX , sX et pX1 ,
sX1 , respectivement, et nous leur attribuerons e´galement leurs te´trades d’he´licite´ respectives au
vertex ou` ils interviennent. Ainsi, on a, par exemple,
Jλ “ă X |ηp0q|a ą Uλ ”ă r pX sh, λX |ηp0q|r pa sh, λa ą Uλprpshq (1.113)
avec ηp0q “ η:p0qγ0 ou` ηp0q est un certain ope´rateur de champ, pris au point d’espace-temps
x “ 0, qui appartient a` la meˆme repre´sentation du groupe de Lorentz que celle de l’e´lectron,
c’est-a`-dire, celle de spin 1/2. Sous une transformation de Lorentz Λ repre´sente´e par la matrice
(2ˆ2) A de SL(2,C), on a
UpAq ηpxqU´1pAq “ S´1pAq ηpΛxq , soit UpAq ηp0qU´1pAq “ S´1pAq ηp0q
et UpAq ηp0qU´1pAq “ ηp0q SpAq (1.114)
ou`, dans la repre´sentation standard des matrices γ de Dirac 13, la matrice 4ˆ4 SpAq a pour
expression
SpAq “ 1
2
¨˝
A`A:´1 A´A:´1
A´A:´1 A`A:´1
‚˛ (1.115)
Tenant compte de l’unitarite´ de UpAq (U´1pAq “ U :pAq) et de
13. C’est-a`-dire : γ0 “
¨˝
τ0 0
0 ´τ0
‚˛, γi “ ´γi “
¨˝
0 τi
´τi 0
‚˛, i “ 1, 2, 3, γ5 “
¨˝
0 τ0
τ0 0
‚˛
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SpAqUλpr p sq “ D1{2λλ1pRAqUλ1prApsq
e´crivons
Jλ “ă X |U´1pAqUpAq ηp0qU´1pAqUpAq|a ą Uλ “”
DsX
λ1
X
λX
pRAXq
ı‹
Dsaλ1aλa
pRAaqD1{2λλ1pRAq ă rApX s, λ1X |ηp0q|rApas, λ1a ą Uλ1prApsq
Or, en couplage d’he´licite´ (dans la voie t),
RAX “ RAa “ RA , DJλλ1pRAq “ δλ1λe´iλϕ
d’ou` il re´sulte que
Jλ ” eipλX´λa´λqϕ ă rApX sh, λX |ηp0q|rApash, λa ą UλprApshq (1.116)
En conside´rant une rotation dans le bi-plan orthogonal au plan de vertex, ApX “ pX , Apa “
pa, Ap “ p et l’on trouve alors
Jλ ” eipλX´λa´λqϕ Jλ (1.117)
ce qui implique la conservation de l’he´licite´ au vertex conside´re´ :
λ “ λX ´ λa (1.118)
On en de´duit par exemple que
ÿ
g
JλJ
‹
χ9δλχ et des proprie´te´s similaires pour les autres grandeurs
tensorielles apparaissant dans 1.112. Combinant 1.116 et 1.118 on en de´duit
JλppX , paq “ JλpApX , Apaq (1.119)
et que par conse´quent cette amplitude est invariante relativiste et ne de´pend donc que d’invariants
relativistes du vertex de gauche (λX , λa, t,W,ma, etc). Posons ensuite
Iλ “
ÿ
g
|Jλ|2 , I 1λ1 “
ÿ
d
|J 1λ1 |2 , Iλ “
ÿ
g
|Jλ|2 , I 1λ1 “
ÿ
d
|J 1λ1 |2
Kλ “
ÿ
g
JλJ
‹
λ , K
1
λ1 “
ÿ
d
J 1
‹
λ1J
1
λ1 , Rλλ1 “ prλλ1q2
Si l’on suppose de plus que la parite´ est conserve´e a` chaque vertex, on a les relations 14
I1{2 “ I´1{2 “ I , I 11{2 “ I 1´1{2 “ I 1 , I1{2 “ I´1{2 “ I , I 11{2 “ I 1´1{2 “ I 1
K1{2 “ ´K´1{2 “ K , K 11{2 “ ´K 1´1{2 “ K 1
D’ou`, tous calculs faits,
T “ 2  u2 I I 1 ` v2 I I 1 ` 2uv cos θ RepKK 1‹q( (1.120)
C’est la formule de factorisation annonce´e, ou` sont clairement se´pare´s des “taux de vertex” tels
I, I 1 etc, caracte´ristiques de la dynamique propre a` chaque vertex, et le facteur cos θ qui, lui, se
rattache a` la propagation de l’e´lectron virtuel.
14. Voir P. Kessler, loc. cit.
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Ce re´sultat peut eˆtre e´tendu dans une certaine mesure au cas ou` les e´tats finals X et X 1 com-
portent plus d’une particule, et dont les e´tats quantiques se construisent dans l’espace produit ten-
soriel des espaces relatifs aux particules implique´es. Il suffit en effet de proce´der a` la de´composition
de cet espace en repre´sentations irre´ductibles du groupe de Poincare´. L’e´tat |X ą par exemple
sera alors exprime´ comme une superposition d’e´tats (“ondes partielles”) attache´s chacun a` une
telle repre´sentation irre´ductible, avec des nombres quantiques, masse, spin, he´licite´, parite´, etc,
bien de´finis au regard du groupe de Poincare´, comme pour une particule unique, et auquel pourra
donc eˆtre applique´ le re´sultat pre´ce´dent. On pourra ensuite rattacher les taux de vertex obtenus
aux sections efficaces d’e´lectro-production virtuelle a` chaque vertex.
Notons que, l’e´lectron e´change´ e´tant du genre espace, le facteur cos θ est en fait un cosinus
hyperbolique. Son expression ge´ne´rale se trouve en calculant le produit scalaire des deux vecteurs
d’he´licite´
qg “ 2
?
t
Λ1{2pW 2,m2a,´tq
´
pa ` pa ¨ p
t
p
¯
, qd “ 2
?
t
Λ1{2pW 12,m2b ,´tq
´
pb ` pb ¨ p
t
p
¯
(1.121)
soit
cos θ “ qa ¨ qb “ tp2s´ t´W
2 ´m2a ´W 12 ´m2bq ´ pW 2 ´m2aqpW 12 ´m2bq
Λ1{2pW 2,m2a,´tqΛ1{2pW 12,m2b ,´tq
(1.122)
avec s “ ppa ` pbq2, m2a “ p2a, m2b “ p2b , W 2 “ p2X , W 12 “ p2X1 , t “ ´p2
1.5.2 Processus avec e´change d’un photon du genre espace
Appliquons maintenant le formalisme d’he´licite´ au diagramme de la figure 1.8 qui de´crit la re´action
1` 2Ñ 3` 4 dans laquelle un photon du genre espace est echange´.
Figure 1.8 – Diagramme d’un processus avec e´change d’un photon virtuel
Dans un premier temps, nous supposerons que les deux lignes sortantes 3 et 4 de l’e´tat final,
repre´sentent, tout comme les lignes entrantes 1 et 2 de l’e´tat initial, des e´tats a` une seule particule
re´elle. Nous poserons
k “ p1 ´ p3 “ p4 ´ p2, k2 “ ´t ă 0, p21 “ m2, p22 “ m12
p23 “W 2, p24 “W 12, s “ pp1 ` p2q2 “ pp3 ` p4q2
L’e´le´ment de matrice de transition du diagramme s’e´crit
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Tfi “ e
2
t
Jµ J
1µ (1.123)
e e´tant la valeur absolue de la charge de l’e´lectron ; Jµ et J
1
µ sont les vecteurs de courant respectifs
du vertex de gauche (1, 3, γ‹q et du vertex de droite p2, 4, γ‹q :
Jµ “ă rp3s, σ3|Jµp0q|rp1s, σ1 ą , J 1µ “ă rp4s, σ4|Jµp0q|rp2s, σ2 ą (1.124)
Jµp0q e´tant l’ope´rateur courant e´lectromagne´tique au point d’espace-temps x “ 0. Ici aussi, nous
supposerons que les particules initiales ne sont pas polarise´es et qu’on ne cherche pas a` mesurer
les polarisations des particules finales. Le calcul de la section efficace du processus conside´re´ passe
par celui de
T “
ÿ
|Tfi|2 “ e
4
t2
I , avec I “ Iµν I 1µν (1.125)
ou` le symbole
ř
signifie que l’on effectue une sommation sur tous les indices de spin de toutes
les particules entrantes et sortantes. Les tenseurs
Iµν “
ÿ
g
JµJ
‹
ν , I
1
µν “
ÿ
d
J 1µJ 1
‹
ν (1.126)
relatifs au vertex de gauche et au vertex de droite respectivement sont des sommes sur les indices
de spin des particules qui y sont implique´es. Ces sommes sont e´videmment inde´pendantes du
choix des te´trades choisies pour les particules 15. Nous choisirons donc pour celles-ci les te´trades
d’he´licite´ ade´quates, lesquelles, comme on le sait de´ja`, apportent une grande simplification.
Compte tenu de l’e´quation de conservation du courant e´lectromagne´tique, les courants de vertex
Jµ et J
1
µ sont orthogonaux a` l’impulsion k du photon virtuel. Ils peuvent donc eˆtre de´veloppe´s
suivant une triade quelconque de vecteurs orthogonaux a` k et formant avec ce vecteur une base
de l’espace-temps. Pour des raisons e´videntes de simplicite´, nous choisirons pour ces triades les
triades d’he´licite´ approprie´es pour l’un et l’autre vertex. Pour le courant de gauche, on obtient
ainsi
Jµ “
ÿ
λ“0t,˘1
ηλ e
pλqpkq Jλ, avec η0t “ `1, η˘ “ ´1
et Jλ “ă r p3 sh, λ3|epλq‹ Jµp0q|r p1 sh, λ1 ą (1.127)
et de fac¸on similaire,
J 1µ “
ÿ
λ1“0t,˘1
ηλ1 e
1pλ1qpkq J 1λ1 , avec η0t “ `1, η˘ “ ´1
et J 1λ1 “ă r p4 sh, λ4|e1pλ
1q‹
Jµp0q|r p2 sh, λ2 ą (1.128)
Utilisant la meˆme technique que celle du paragraphe pre´ce´dent, on trouve facilement la loi de
conservation de l’he´licite´ a` chacun des vertex :
λ “ λ1 ´ λ3 , λ1 “ λ2 ´ λ4 (1.129)
et que, les amplitudes Jλ et J
1
λ1 sont des invariants relativistes (voir 1.118, 1.119). Ecrivons
ceux-ci sous la forme
15. Un changement de te´trade laisse invariant un projecteur tel que
ÿ
σ
|rps, σ ąă rps, σ|.
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Jλ “ δλ,λ1´λ3 Jλ1λ3 , J 1λ1 “ δλ1,λ2´λ4 J 1λ2λ4
Le tenseur Iµν dans 1.126 prend alors la forme
Iµν “
ÿ
λ
epλqµ pkq epλq‹ν pkqFλ , avec Fλ “
ÿ
λ1λ3
δλ,λ1´λ3 |Jλ1λ3 |2
La conservation de la parite´ dans les interactions e´lectromagne´tiques, combine´e avec la conserva-
tion de l’he´licite´, implique la relation (voir Appendice B) F´λ “ Fλ. Posons alors
F` “ F´ “ T , F0 “ L (1.130)
puis utilisons la relation de fermeture des te´trades de k :
´
ÿ
λ“˘1
epλqµ pkq epλq‹ν pkq “ gµν ´ qˆ13µqˆ13ν `
kµkν
t
(1.131)
pour obtenir
Iµν “ pT ` Lq qˆ13µ qˆ13ν ´ T
ˆ
gµν ` kµkν
t
˙
(1.132)
Les grandeurs T et L sont les taux de vertex du vertex de gauche. Elles peuvent s’obtenir direc-
tement a` partir de projections du tenseur 1.132 :
L “ qˆ13µ Iµν qˆ13ν , T “ ep˘qµ Iµν ep˘qν , gµνIµν “ L´ 2T (1.133)
Suivant l’interpre´tation des vecteurs d’he´licite´s de k comme fonctions d’onde du photon virtuel,
et compte-tenu des relations pre´ce´dentes, ces taux de vertex s’interpre`tent comme des taux d’in-
teraction 16 de la re´action virtuelle γ‹ ` 1 Ñ 3 avec un photon polarise´ soit longitudinalement
(pour L) soit transversalement (pour T ).
Conside´rons ensuite le cas ou` les deux lignes sortantes 3 et 4 figurent des e´tats quantiques com-
portant un nombre quelconque de particules. Le diagramme 1.8 repre´sente alors, d’une fac¸on
ge´ne´rale, un processus a` e´change d’un photon du genre espace, avec deux vertex ine´lastiques.
Ecrivons la section efficace diffe´rentielle qui s’y rapporte sous la forme
dσ “ 1
Λ1{2ps,m2,m12q
e4
t2
I
nn1
p2πq4 δp4qpk ` p3 ´ p1q d4k δp4qpk ` p2 ´ p4q dρdρ1 (1.134)
a` partir de laquelle on obtient la section efficace diffe´rentielle usuelle en effectuant l’inte´gration sur
k. Dans cette formule, n et n1 sont les nombres d’e´tats de spin respectifs des particules entrantes
1 et 2 ; I est de´fini par 1.125 ; dρ et dρ1 de´signent les e´le´ments d’espace des phases de 3 et 4
respectivement :
dρ “
Nź
i“1
d3qi
p2πq3q0i
En inte´grant sur l’ensemble des espaces de phases finals, on obtient
16. C’est-a`-dire, une somme, sur les e´tats de polarisation des particules externes, du carre´ du module d’une
amplitude de transition.
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dσ “ 1
Λ1{2ps,m2,m12q
e4
t2
d4k
p2piq4 I
ou`
I “ Iµν I 1µν avec
Iµν “ 1
n
ÿż
JµJ
‹
ν dLips , I
1
µν “ 1
n1
ÿż
J 1µJ 1
‹
ν dLips
1 (1.135)
dans ces expressions, le signe
ř
repre´sente une sommation sur tous les e´tats de spin des particules
initiales et finales du vertex conside´re´ ; dLips sont les e´le´ments d’espace de phase incluant les
facteurs de conservation de l’e´nergie-impulsion 17. Compte tenu de la relation
d4k “ dW
2 dt dW 12 dψ
4Λ1{2ps,m2,m12q (1.136)
ou` ψ est l’angle azimutal du photon e´change´. En inte´grant sur cet angle, il vient
dσ
dW 2 dt dW 12
“ 1
64π3
1
Λ1{2ps,m2,m12q
e4I
t2
(1.137)
Il est facile de montrer que, l’e´tat final a` un vertex e´tant indiffe´remment a` une ou plusieurs
particules, les tenseurs 1.135 ont une structure similaire a` celle de 1.132. On a en effet
Iµν “ 1
n
ÿ
λ1
ă rp1sh, λ1|Jµp0qP Jνp0q|rp1sh, λ1 ą
ou`
P “
ż ÿ
σ1,σ2,¨¨¨,σN
dLips |rq1s, σ1; rq2s, σ2; ¨ ¨ ¨ ; rqN s, σN ąă rq1s, σ1; rq2s, σ2; ¨ ¨ ¨ ; rqN s, σN |
est le projecteur sur tous les e´tats possibles du syste`me 3. Comme il a de´ja` e´te´ sugge´re´ au
paragraphe pre´ce´dent, ce projecteur peut eˆtre de´compose´ en une somme de projecteurs dont
chacun correspond a` une repre´sentation irre´ductible du groupe de Poincare´, ce qui conduit a` une
de´composition du tenseur 1.135 en ondes partielles auxquelles on peut appliquer a` chacune le
traitement valable lorsque le syste`me 3 est re´duit a` une seule particule. Aussi, peut-on e´crire
n Iµν “ pT ` Lq qˆ13µ qˆ13ν ´ T
ˆ
gµν ` kµkν
t
˙
n1 I 1µν “ pT 1 ` L1q qˆ24µ qˆ24ν ´ T 1
ˆ
gµν ` kµkν
t
˙
(1.138)
Effectuant le produit scalaire de ces deux tenseurs, on obtient
nn1 I “ p1` cosh2 χqT T 1 ` sinh2 χ pTL1 ` LT 1q ` cosh2 χLL1
avec coshχ “ qˆ13 ¨ qˆ24 (1.139)
17. Lips signifiant Lorentz Invariant Phase Space.
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χ e´tant le parame`tre de la transformation de Lorentz amenant le plan du vertex de gauche
pp1, p3, kq sur le plan du vertex de droite pp2, p4, kq, et dont l’expression se de´duit de 1.122.
Envisageons maintenant la re´action de photoproduction virtuelle 1 ` γ‹ Ñ 3, avec un photon
polarise´ soit transversalement, soit longitudinalement. L’amplitude de transition correspondante
s’e´crit
´e epλq‹µ pkqJµ
ou` Jµ est le courant du vertex de gauche et λ “ 0t,˘1. Les matrices de polarisation des particules
des syste`mes 1 et 3 e´tant suppose´es diagonales, la section efficace totale correspondant a` ce
processus est
σλ “ e
2
2pW 2 ´m2q e
pλq‹
µ pkq epλqν pkq Iµν (1.140)
ou` a e´te´ introduit un“ facteur de flux” 1{pW 2´m2q conforme´ment a` la de´finition des sections ef-
ficaces virtuelles donne´e par L.N. Hand 18. Les sections efficaces “transversale” et “longitudinale”
seront donc de´finies par
σT “ σ` “ σ´ “ e
2
2npW 2 ´m2q T , σL “ σ0 “
e2
2npW 2 ´m2q L (1.141)
Les sections efficaces relatives au vertex de droite sont de´finies de fac¸on similaire. A l’aide de ces
grandeurs, 1.137 prend la forme
dσ
dW 2 dt dW 12
“ pW
2 ´m2q pW 12 ´m12q
16π3Λ1{2ps,m2,m12q
1
t2
ˆ
(1.142) p1 ` cosh2 χqσT σ1T ` sinh2 χ pσTσ1L ` σLσ1T q ` cosh2 χσLσ1L(
Cette formule de factorisation de la section efficace est d’une tre`s grande transparence physique.
Elle est particulie`rement bien adapte´e pour effectuer de fac¸on invariante des approximations de
type “Williams-Weizsa¨cker” 19.
Bien entendu, une de´marche analogue a` celle du paragraphe pre´ce´dent aurait pu eˆtre utilise´e
ici pour aboutir a` 1.142, en de´composant le nume´rateur du propagateur du photon suivant les
fonctions d’onde d’he´licite´ de celui-ci :
gµν “
ÿ
m,n
epmqµ pkq rp1q‹mm1 e1pm
1q‹
ν pkq ηm ηm1
Puisque les courants de vertex sont orthogonaux a` k il suffit de ne conside´rer dans cette somme que
les termes correspondant aux valeurs 0t,˘1 des he´licite´s ; rp1qmm1 est la matrice 3ˆ3 repre´sentant,
pour un spin de valeur 1, la transformation de Lorentz qˆ13 Ñ qˆ24 :
r
p1q
mm1 “ epmqpkq ¨ e1pm
1q‹pkq
Le produit scalaire des deux courants s’e´crit donc
Jµ gµν J
1ν “
ÿ
m,m1
ηm ηm1 Jm r
p1q‹
mm1 J
1
m1
18. Phys. Rev. 129, 1834 (1963).
19. Voir notamment : C. Carimalo, G. Cochard, P. Kessler, J. Parisi, B. Roehner, Phys. Rev. D 10, 1561 (1974) ;
C. Carimalo, P. Kessler, J. Parisi, Phys. Rev. D 14, 1819 (1976).
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et le taux d’interaction est
I “
ÿ
ηm ηm1 ηn ηn1 Jm J
‹
n r
p1q‹
mm1 r
p1q
nn1 J
1‹
m1 J
1
n
ou` la sommation est effectue´e sur tous les e´tats de polarisation des particules externes et sur celles
du photon. La loi de conservation de l’he´licite´ a` chaque vertex implique les contraintes m “ n,
m1 “ n1 et conduit a` l’expression simplifie´e de I :
I “
ÿ
m,m1
Fm Fm1 |dp1qmm1pθq|2
ou` les d
p1q
mm1pθq sont les e´le´ments de la rotation d’angle imaginaire θ “ iχ autour du vecteur
“charnie`re” k. Explicitement, avec m “ `1, 0,´1 et m1 “ `1, 0,´1 en indices de ligne et de
colonne respectivement et dans cet ordre des valeurs,
d
p1q
mm1pθq “
¨˚
˚˚˚˚
˝
1` cos θ
2
´ sin θ?
2
1´ cos θ
2
sin θ?
2
cos θ ´ sin θ?
2
1´ cos θ
2
sin θ?
2
1` cos θ
2
‹˛‹‹‹‹‚
En effectuant les multiplications matricielles et en tenant compte de la conservation de l’he´licite´
et de la parite´ a` chaque vertex, on aboutit a` la formule de factorisation 1.139, en prenant garde
a` la transformation des fonctions trigonome´triques cos et sin en fonctions hyperboliques cosh et
sinh.
A ce point, il est inte´ressant de noter que, d’apre`s des principes ge´ne´raux, le taux d’interaction
Ips,´tq (1.139) est a priori prolongeable analytiquement suivant les deux variables s et ´t 20.
Ainsi, en e´changeant s et ´t dans 1.139 on obtient le taux d’interaction I 1ps,´tq “ Ip´t, sq du
diagramme de la figure 1.9 de´crivant la “voie s” de la re´action 1 ` 3 Ñ 2 ` 4, 3 et 2 e´tant les
anti-particules de 3 et 2 respectivement, tandis que celui de la figure 1.8 en repre´sente la “voie
t”. Ainsi,
Figure 1.9 – Processus avec e´change d’un photon du genre temps
I 1 “ p1` cos2 θqT T 1 ` sin2 θpT L1 ` LT 1q ` cos2 θ LL1
ou` θ, qui est maintenant un angle re´el, est simplement l’angle de diffusion des particules sortantes
2 et 4 dans le re´fe´rentiel du centre de masse de la voie s. On a
cosrθps,´tqs “ ´qˆ13 ¨ qˆ24 “ ´ coshrθp´t, sqs
20. Concernant les vertex impliquant des particules hadroniques, c’est sous re´serve qu’on puisse re´aliser un tel
prolongement des facteurs de forme e´ventuellement pre´sents.
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coshrθp´t, sqs e´tant de´fini par le second membre de 1.122.
La me´thode d’he´licite´ directement applique´e au diagramme de la figure 1.9 confirme la validite´
du prolongement analytique. Ce re´sultat sugge`re d’uniformiser le traitement des diagrammes a`
e´change d’une particule, que celle-ci soit du genre espace ou du genre temps. C’est pre´cise´ment ce
point de vue qui fut adopte´ par P. Kessler (loc. cit.) qui de´veloppa a` cet effet une trigonome´trie
unifie´e de l’espace-temps, utilisant abondamment le nombre 1ˆ.
1.5.3 Processus avec e´change de deux photons virtuels du genre es-
pace : exemple de double factorisation
Envisageons ensuite le processus de´crit par le diagramme de la figure 1.10. Les e´tats initiaux 1 et 2
d’impulsions respectives p1 et p2 du genre temps sont deux particules entrant en collision. Celle-ci
s’effectue par un e´change de deux photons virtuels γ1 et γ2, d’impulsions respectives k1 et k2, du
genre espace. Les e´missions de ces photons, le premier au vertex de gauche, le second au vertex
de droite, sont accompagne´es par la production simultane´e des e´tats finals 3 et 4, d’impulsions du
genre temps p3 et p4 respectivement, ces e´tats pouvant eˆtre a` une seule ou plusieurs particules.
Les deux photons virtuels entrent ensuite en collision (virtuelle) donnant lieu a` la production
d’un e´tat central K d’impulsion K du genre temps.
2
γ
K
p
pp
k
p
1
k1 2
γ
1 2
43
Figure 1.10 – Processus avec e´change de deux photons virtuels du genre espace
Les notations sont les suivantes.
k1 “ p1 ´ p3 , k21 “ ´t1 ă 0 ; k2 “ p2 ´ p4 , k22 “ ´t2 ă 0
p21 “ m21 , p23 “W 23 , p22 “ m22 , p24 “W 24
P “ p1 ` p2 “ p3 ` p4 `K , s “ pp1 ` p2q2 , K2 “M2
De´finissons ensuite les diverses te´trades d’he´licite´ qui vont intervenir.
RVertex central
➀ Base attache´e a` K
T “ K
M
, Z “ ǫp0qpKq “ 2M
Λ
1{2
c
ˆ
k1 ´ K ¨ k1
M2
K
˙
avec Λc “ ΛpM2,´t1,´t2q “M4 ` 2M2pt1 ` t2q ` pt1 ´ t2q2
Les impulsions des photons se de´compose relativement a` ces vecteurs comme :
k1 “ ω1 T ` k Z , k2 “ ω2 T ´ k Z avec
ω1 “ M
2 ´ t1 ` t2
2M
, ω2 “ M
2 ´ t2 ` t1
2M
, k “ Λ
1{2
c
2M
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Le vecteur Y de la base est ensuite choisi comme e´tant :
Yµ “ YµpKq “ N εµνρσKνkρ1qσ
ou` q est l’impulsion de l’une quelconque des particules produite dans l’e´tat final du vertex central ;
N est le facteur de normalisation tel que
N´1 “M k q˚ sin θ
ou` θ est, dans le re´fe´rentiel du centre de masse de K avec
ÝÑ
k1 selon l’axe des z, l’angle d’e´mission
de ladite particule par rapport a` ce dernier axe, et q˚ le module de sa tri-impulsion dans ce
re´fe´rentiel.
Finalement, le vecteur X de la base se de´duit par la formule usuelle Xµ “ εµνρσT ν Y ρ Zσet l’on
de´finit les vecteurs de polarisations circulaires
ǫp˘q “ ǫp˘qpKq “ ¯ 1?
2
pX ˘ i Y q
➁ Base attache´e a` k1
T1 “ ǫp0q1 “ ǫp0qpk1q “
2
?
t1
Λ
1{2
c
ˆ
K ` k1 ¨K
t1
k1
˙
, Z1 “ k1?
t1
X1 “ X , Y1 “ Y , soit ǫp˘q1 “ ǫp˘q (1.143)
➂ Base attache´e a` k2
T2 “ ǫp0q2 “ ǫp0qpk2q “
2
?
t2
Λ
1{2
c
ˆ
K ` k2 ¨K
t2
k2
˙
, Z2 “ k2?
t2
, ǫ
p˘q
2 “ ǫp¯q (1.144)
RVertex de gauche
On effectue un couplage d’he´licite´ entre p1, p3 et k1, d’ou` les vecteurs de base suivants.
ǫ1p0q1 “ ǫ1p0q1 pk1q “ T 11 “
2
?
t1
Λ
1{2
g
ˆ
p1 ` k1 ¨ p1
t1
k1
˙
, Z 11 “ Z1
avec Λg “ ΛpW 23 ,m21,´t1q
Y 11µ “ Ng εµνρσ pν1 kρ2 kσ1 , X 11 “ εµνρσ T 11ν Y 11ρ Z 11σ (1.145)
La disposition des tri-impulsions
ÝÑ
q ,
ÝÑ
k1 et
ÝÑ
p1 dans le re´fe´rentiel du centre de masse du vertex
central est indique´e a` la figure 1.11. Le facteur de normalisation Ng est tel que
N´1g “M k q˚ p˚1 sin θ1
ou`, dans ledit re´fe´rentiel, θ1 est l’angle entre
ÝÑ
p1 et
ÝÑ
k1 , p˚1 “ | ÝÑp1 | et ϕ1 est l’angle azimutal
relatif entre
ÝÑ
p1 et
ÝÑ
q 21. On note que Y 11 s’exprime simplement comme
Y 11 “ ´ sinϕ1X ` cosϕ1 Y (1.146)
Exprimons T 11 dans la base T1, X1, Y1, Z1. Nous poserons
21. Comme
ÝÑ
p3 “ÝÑp1 ´
ÝÑ
k1 , on a aussi bien p˚3 sin θ3 “ p˚1 sin θ, ϕ3 “ ϕ1.
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Z
q
p
k1
1
θ
θ1
φ1
Y’1
X
Y
Figure 1.11 – Disposition des tri-impulsions dans le re´fe´rentiel du centre de masse central
coshα1 “ T 11 ¨ T1
Comme pT 11q2 “ 1 et T 11 ¨ Z1 “ 0, il vient
pT 11 ¨X1q2 ` pT 11 ¨ Y1q2 “ pT 11 ¨ T1q2 ´ 1 “ sinh2 α1
Or, X1 “ X , Y1 “ Y et pX1 ou Y1q ¨ T 11 “
2
?
t1
Λ
1{2
g
pX ou Y q ¨ p1. D’apre`s la figure 1.11, ceci donne
pX ou Y q ¨ T 11 “ ´
2
?
t1
Λ
1{2
g
p˚1 sin θ1 pcosϕ1 ou sinϕ1q
Par suite, comme sinhα1 “
apT 11 ¨X1q2 ` pT 11 ¨ Y1q2, on obtient
sinhα1 “ 2
?
t1
Λ
1{2
g
p˚1 sin θ1 (1.147)
et finalement,
T 11 “ coshα1 T1 ` sinhα1 pcosϕ1X ` sinϕ1 Y q (1.148)
Utilisant 1.145, 1.146 et 1.148, on en de´duit aise´ment
X 11 “ sinhα1 T1 ` coshα1 pcosϕ1X ` sinϕ1 Y q (1.149)
Ces re´sultats peuvent eˆtre re´exprime´s sous la forme suivante
T 11 “ coshα1 T1 ` ǫp´q eiϕ1
sinhα1?
2
´ ǫp`q e´iϕ1 sinhα1?
2
(1.150)
ǫ11
p˘q “ ¯ sinhα1?
2
T1 ` ǫp´q eiϕ1 1
2
p1¯ coshα1q ` ǫp`q e´iϕ1 1
2
p1˘ coshα1q
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RVertex de droite
Proce´dant de fac¸on similaire pour le vertex de droite tout en choisissant Y 12 comme
Y 12 “ ´p´ sinϕ2X ` cosϕ2 Y q (1.151)
et donc
X 12 “ sinhα2 T2 ` coshα2 pcosϕ2X ` sinϕ2 Y q (1.152)
on obtient
T 12 “ coshα2 T2 ` ǫp´q eiϕ2
sinhα2?
2
´ ǫp`q e´iϕ2 sinhα2?
2
(1.153)
ǫ12
p˘q “ ¯ sinhα2?
2
T2 ´ ǫp´q eiϕ2 1
2
p1˘ coshα2q ´ ǫp`q e´iϕ2 1
2
p1¯ coshα2q
Dans ces formules, θ2, ϕ2 et p˚2 sont, respectivement, l’angle orbital, l’angle azimutal et le module
de
ÝÑ
p2 dans le re´fe´rentiel du centre de masse central (avec
ÝÑ
k1 de´finissant l’axe des z,
ÝÑ
q dans le
plan px, zq) et
coshα2 “ T 12 ¨ T2 , sinhα2 “
2
?
t2
Λ
1{2
d
p˚2 sin θ2 (1.154)
PL’amplitude de transition de la re´action conside´re´e est de la forme
Tfi “ e
4
t1t2
Jµg T
µν Jνd (1.155)
ou` Jµd et J
ν
d sont les courants e´lectromagne´tiques caracte´ristiques des transitions 1 Ñ 3 ` γ1 et
2 Ñ 4 ` γ2 respectivement et T µν l’amplitude de la re´action γ1 ` γ2 Ñ K. En supposant les
particules externes non polarise´es, le taux d’interaction correspondant est proportionnel a`
I “ Lµρ Fµρ;νσRνσ
avec Lµρ “
ÿ
g
Jµg J
ρ‹
g , F
µρ;νσ “
ÿ
c
T µν T ρσ‹ , Rνσ “
ÿ
d
Jνd J
σ‹
d (1.156)
ou` les diverses sommations portent sur tous les e´tats de spin des particules externes respective-
ment implique´es. Dans I, incorporons maintenant les relations de fermetureÿ
m
p´1qm ǫpmq1µ ǫpmq‹1ρ “ gµρ `
k1µk1ρ
t1
,
ÿ
n
p´1qn ǫpnq2ν ǫpnq‹2σ “ gνσ `
k2νk2σ
t2
dans lesquelles m et n, qui prennent les valeurs 0t,`1,´1, sont les indices d’he´licite´ respectifs de
γ1 et γ2, relatifs a` leurs couplage d’he´licite´ au vertex central. Tenant compte du fait que, graˆce a`
la conservation des courants e´lectromagne´tiques, les tenseurs de 1.156 sont orthogonaux, suivant
leurs indices, soit a` k1 (vertex de gauche), soit a` k2 (vertex de droite), soit a` k1 et k2 (vertex
central), il vient
I “
ÿ
m,m,n,n
Lmm Fm,m ;n,nRnn , avec Fm,m ;n,n “ ǫpmq1µ ǫpmq‹1ρ Fµρ;νσ ǫpnq2ν ǫpnq‹2σ
et Lmm “ p´1qm`m ǫpmq‹1µ ǫpmq1ρ Lµρ , Rnn “ p´1qn`n ǫpnq‹2ν ǫpnq2σ Rνσ (1.157)
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Supposons maintenant que chacun des e´tats finals 3 et 4 ou bien soit un e´tat a` une seule particule,
ou bien corresponde a` une onde partielle d’un e´tat plus complexe, selon le proce´de´ indique´ au
paragraphe pre´ce´dent. Les tenseurs des vertex de gauche (L) et de droite (R) sont alors de la
forme
Lµρ “ pT1 ` L1qT 11µ T 11ρ ´ T1
ˆ
gµρ ` k1µk1ρ
t1
˙
, Rνσ “ pT2 ` L2qT 12ν T 12σ ´ T2
ˆ
gνσ ` k2νk2σ
t2
˙
On obtient ainsi
L´´ “ L`` “ 1
2
 
T1p1` cosh2 α1q ` L1 sinh2 α1
(
L0` “ ´L´0 “ ´ 1?
2
pT1 ` L1q coshα1 sinhα1 eiϕ1
L0´ “ ´L`0 “ 1?
2
pT1 ` L1q coshα1 sinhα1 e´iϕ1
L`´ “ ´1
2
pT1 ` L1q sinh2 α1 e´2iϕ1 , L´` “ ´1
2
pT1 ` L1q sinh2 α1 e2iϕ1
L00 “ T1 sinh2 α1 ` L1 cosh2 α1
et
R´´ “ R`` “ 1
2
 
T2p1` cosh2 α2q ` L2 sinh2 α2
(
R0` “ ´R´0 “ 1?
2
pT2 ` L2q coshα2 sinhα2 e´iϕ2
R0´ “ ´R`0 “ ´ 1?
2
pT2 ` L2q coshα2 sinhα2 eiϕ2
R`´ “ ´1
2
pT2 ` L2q sinh2 α2 e2iϕ2 , R´` “ ´1
2
pT2 ` L2q sinh2 α2 e´2iϕ2
R00 “ T2 sinh2 α2 ` L2 cosh2 α2
La somme exprimant I dans 4.75 contient a priori 34 “ 81 termes. Cependant, tous ne sont pas
inde´pendants. En effet, la conservation de la parite´ combine´e avec celle de l’he´licite´ conduit aux
relations
F´m´m ;´n´n “ p´1qm`m`n`n Fmm ;nn (1.158)
En outre, on a de fac¸on e´vidente la proprie´te´ d’hermiticite´
Fmm ;nn “ tFmm ;nnu‹ (1.159)
On peut alors re´organiser ladite somme pour aboutir a` une somme de 13 termes dont chacun
pre´sente une de´pendance particulie`re vis-a`-vis des angles azimutaux ϕ1 et ϕ2. Avant d’e´crire la
formule correspondante, introduisons les notations suivantes.
ℓmm “ |Lmm| , ℓ0 “ ℓ00
2 ℓ``
, ℓ1 “ ℓ0`
ℓ``
, ℓ2 “ ℓ`´
ℓ``
rnn “ |Rnn| , r0 “ r00
2 r``
, r1 “ r0`
r``
, r2 “ r`´
r``
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J “ I
2L``R``
, ϕ “ ϕ2 ´ ϕ1 , ϕa “ ´ϕ1 (1.160)
Dans le re´fe´rentiel du centre de masse central, ϕ et ϕa repre´sentent aussi bien les angles azimutaux
respectifs de la particule 4 et de la particule choisie dans le syste`me K, par rapport a` celui de
la particule 3. Une relation cine´matique entre l’angle ϕ et son analogue Φ dans le re´fe´rentiel du
centre de masse global est donne´e dans l’appendice C.
Avec ces notations, on a 22
J “ F1 ´ 2ℓ1 F2 cosϕa ´ 2ℓ2 F3 cos 2ϕa ` 2r1 F4 cospϕ´ ϕaq ´ 2r2 F5 cos 2pϕ´ ϕaq
´2ℓ1r1 F6 cosϕ` ℓ2r2 F7 cos 2ϕ´ 2ℓ1r1 F8 cosp2ϕa ´ ϕq ` ℓ2r2 F9 cos 2p2ϕa ´ ϕq
´2ℓ2r1 F10 cospϕ` ϕaq ` 2ℓ1r2 F11 cosp2ϕ´ ϕaq ´ 2ℓ2r1 F12 cosp3ϕa ´ ϕq (1.161)
`2ℓ1r2 F13 cosp3ϕa ´ 2ϕq
ou` les grandeurs Fi (i “ 1, ..., 13) sont des combinaisons line´aires d’e´le´ments du tenseur d’he´licite´
associe´ au processus central γ1 ` γ2 Ñ K et sont donne´es ci-apre`s :
F1 “ F`` ;`` ` F`` ;´´ ` 2ℓ0 F00 ;`` ` 2r0 F`` ; 00 ` 2ℓ0r0 F00 ; 00
F2 “ Re tF`0 ;`` ´ F0´ ;`` ` 2r0F0` ; 00u , F3 “ Re tF`´ ;``u ` r0F`´ ; 00
F4 “ Re tF`` ;`0 ´ F`` ; 0´ ` 2ℓ0F00 ;`0u , F5 “ Re tF`` ;`´u ` ℓ0F00 ;`´ (1.162)
F6 “ Re tF`0 ;`0 ´ F`0 ; 0´u , F7 “ F`´ ;`´ , F8 “ Re tF`0 ; 0` ´ F`0 ;´0u
F9 “ F`´ ;´` , F10 “ Re tF`´ ;`0u , F11 “ Re tF`0 ;`´u
F12 “ Re tF`´ ; 0`u , F13 “ Re tF0` ;`´u
La formule 1.161 est exacte, dans le sens ou` aucune approximation n’a e´te´ introduite pour l’e´tablir.
Ici encore, le proce´de´ utilise´, la me´thode d’he´licite´, se´pare clairement les grandeurs caracte´ristiques
des diffe´rents vertex du diagramme, et par la` meˆme permet une meilleure interpre´tation physique
des diffe´rents termes intervenant dans I, contrairement a` ce que pourrait donner une e´valuation
directe, non re´fle´chie, du produit tensoriel dans 1.156.
A ce propos, au regard des facteurs 1{t1 et 1{t2 dans 1.155, ceux-ci provenant des propaga-
teurs des deux photons virtuels γ1 et γ2 respectivement, on doit s’attendre a` ce que, de toutes
les configurations cine´matiques accessibles dans la re´action globale 1 ` 2 Ñ 3 ` K ` 4, celle
pour laquelle les transferts t1 et t2 prennent leurs plus petites valeurs donne les plus forts taux
de re´action et soit donc globalement dominante dans cette re´action. A condition que dans ce
domaine
?
t1 et
?
t2 soient tre`s petits vis-a`-vis des diverses masses invariantes implique´es, les
deux photons peuvent alors eˆtre conside´re´s comme quasi-re´els, et la re´action s’interpre`te alors
comme un processus quasi-re´el ou` les particules initiales 1 et 2 font office de simples ge´ne´rateurs
de photons quasi-re´els, photons que l’on fait ensuite entrer en collision pour produire l’e´tat K.
Cette possibilite´ de disposer virtuellement de collisions photon-photon, alors qu’il est tre`s difficile
de les re´aliser avec des photons strictement re´els, a e´te´ largement e´tudie´e, et l’est encore, tant
22. On peut trouver la formule d’he´licite´ qui suit, ou des formes similaires, dans : C. E. Carlson, W. K. Tung,
Phys. Rev. D4, 2873 (1971) ; R. W. Brown, I. J. Muzinich, Phys. Rev. D4, 1496 (1971) ; C. J. Brown, D. H. Lyth,
Nucl. Phys. B53, 323 (1973) ; V. M. Budnev, I. F. Ginzburg, G. V. Medelin, V. G. Serbo, Phys. Rep. 15C, 181
(1975) ; C. Carimalo, P. Kessler, J. Parisi, Phys. Rev. D20, 1057 (1979) ; N. Arteaga, C. Carimalo, P. Kessler, S.
Ong, O. Panella, Phys. Rev. 52, 4920 (1995).
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the´oriquement qu’expe´rimentalement 23. Sur ces sujets, nous renvoyons le lecteur a` la litte´rature
spe´cialise´e 24. Bien entendu, dans ledit domaine des petits transferts, on est amene´ a effectuer des
approximations approprie´es de I que l’utilisation de la formule d’he´licite´ 1.161 permet de bien
controˆler. De ces approximations e´merge une formule tre`s simple, “lumineuse” pourrait-on dire,
exprimant la section efficace diffe´rentielle par une double factorisation, a` laWilliams-Weisza¨cker :
dσ1`2Ñ3`K`4 « P1px1qdx1 dσc P2px2qdx2 (1.163)
ou` dσc est la section efficace diffe´rentielle de la re´action γ1`γ2 Ñ K avec des photons, re´els cette
fois 25, et P1px1q et P2px2q sont les spectres des photons quasi-re´els issus respectivement du vertex
de gauche et du vertex de droite et transportant la proportion x1 ou x2 de l’e´nergie de la particule
me`re 1 ou 2, respectivement. Ces spectres caracte´risent a` la fois le processus de production du
photon au vertex conside´re´ au moyen des taux de vertex T et L, et sa propagation depuis le plan
dudit vertex a` celui du vertex central par l’interme´diaire des fonctions hyperboliques de α1 ou
de α2, selon le cas
26.
23. Les travaux the´oriques pre´curseurs sur les interactions photon-photon sont duˆs a` divers auteurs : F. Low,
Phys. Rev. 120 (1960) 582 ; F. Calogero, C. Zemach, Phys. Rev. 120 (1960) 1860 ; P. Kessler et collaborateurs :
C.R. Acad. Sc., Paris 269B, 113 (1969) ; Phys. Rev. D3, 1569 (1971) ; Phys. Rev. D4, 2927 (1971) ; S. Brodsky,
T. Kinoshita, H. Terazawa, Phys. Rev. Lett. 25, 972 (1970) ; Phys. Rev. D4, 1532 (1971) ; V. E. Balakin, V. M.
Budnev, I. F. Ginzburg, Zh. Exp. Teor. Fiz. Pis’ma 11, 559 (1970) - JEPT Lett. 11, 388 (1970).
24. Sur un projet futur de collisionneur a` photons, voir : “TESLA, The Superconducting Electron Positron Linear
Collider with an Integrated X-Ray Laser Laboratory”, Technical Design Report, Part VI : Appendices, Chapter
1 : Photon Collider at TESLA, DESY-2001-011, ECFA-2001-209 March TESLA-2001-23, TESLA-FEL-2001-05,
Mars 2001 ; disponible via : http :{{tesla.desy.de/new pages/TDR CD/PartVI/chapter1.pdf.
25. C’est-a`-dire, dans laquelle on pose t1 “ t2 “ 0.
26. Un premier historique du de´veloppement de l’approximation du spectre de photons e´quivalent, dite aussi
approximation de Williams-Weizsa¨cker et dont on peut faire remonter l’origine dans deux articles de N. Bohr (Phil.
Mag. 5, p.10 (1913) ; 30, p.581 (1915)), fut pre´sente´ par P. Kessler au 1er colloque international sur les collisions
photon-photon qui se tint au Colle`ge de France a` Paris en 1973, et dont les comptes-rendus furent publie´s dans le
supple´ment au Journal de Physique : Tome 35, Fasc. 3 C2 (1974) ; voir p.97.
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1.6 Appendice A : transformation de Lorentz pure T Ñ T 1
1.6.1 Formule ge´ne´rale
Par de´finition, la transformation de Lorentz pure ΛTÑT 1 applique´e a` la base d’espace-temps
pT,X, Y, Zq transforme celle-ci en la base pT 1, X 1, Y 1, Z 1q telle que
T 1 “ coshχT ` sinhχZ , Z 1 “ coshχZ ` sinhχT , X 1 “ X , Y 1 “ Y (1.164)
χ e´tant la rapidite´ de cette transformation. La me´thode la plus simple pour obtenir ses e´le´ments
de matrice est sans doute la suivante. Pour simplifier l’e´criture, notons-les Λµν et posons c “
coshχ “ T ¨ T 1, s “ sinhχ. En utilisant la relation de fermeture
gρν “ TρTν ´ ZρZν ´XρXν ´ YρYν
e´crivons 27
Λµν “ Λνρ gρν “ Λρµ pTρTν ´ ZρZν ´XρXν ´ YρYνq “ T 1µTν ´ Z 1µZν ´XµXν ´ YµYν
“ T 1µTν ´ Z 1µZν ` gµν ´ TµTν ` ZµZν “ gµν ` pT 1 ´ T qµTν ´ pZ 1 ´ ZqµZν
En remarquant que
Z “ 1
s
`
T 1 ´ c T ˘ et Z 1 “ 1
s
`´T ` c T 1˘ , donc Z 1 ´ Z “ s T 1 ` T
c` 1
il vient
Λµν “ gµν ` pT 1 ´ T qµTν ´ pT
1 ` T qµ
c` 1 pT
1 ´ cT qν
En de´veloppant et en regroupant des termes, on arrive aise´ment au re´sultat :
Λµν “ gµν ´ Tµ
1` c pTν ` T
1
νq ` T
1
µ
1` c
 p2c` 1qTν ´ T 1ν( (1.165)
Cette formule permet d’obtenir l’expression du transforme´ d’un vecteur W , connaissant les pro-
jections de ce dernier sur T et T 1 :
ΛTÑT 1pW q “W 1 “W ´ T W ¨ T `W ¨ T
1
T ¨ T 1 ` 1 ` T
1 W ¨ T p2T ¨ T 1 ` 1q ´W ¨ T 1
T ¨ T 1 ` 1 (1.166)
A l’aide de 1.165, on ve´rifie facilement la proprie´te´ de covariance d’une transformation de Lorentz
pure. En effet, pour une transformation de Lorentz quelconque Λ, on trouve
ΛΛTÑT 1 Λ´1 “ ΛΛTÑΛT 1 (1.167)
On note que pour un vecteur W orthogonal a` T , on a
ΛTÑT 1pW q “W ´ W ¨ T
1
T ¨ T 1 ` 1pT ` T
1q (1.168)
et que si W est aussi orthogonal a` T 1, alors il est conserve´ dans la transformation, ce qui, bien
entendu, provient du fait que la transformation laisse invariant le bi-plan orthogonal au bi-plan
forme´ par les deux vecteurs T et T 1.
27. On notera ici que ce proce´de´ permet d’exprimer les e´le´ments de matrice d’une transformation de Lorentz
quelconque comme Λµν “ T 1µTν ´ Z 1µZν ´X1µXν ´ Y 1µYν .
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1.6.2 Cas du vertex de la figure 1.2
Appliquons la formule 1.166 pour montrer que dans la transformationde Lorentz pure ΛpˆÑpˆ1 , ou`
p “ p1` p2, l’impulsion relative unitaire qˆ12 de p1 et p2 est change´e en vecteur d’he´licite´ hpp1, pq
de p1. Comme p ¨ q12 “ 0, on a
ΛpˆÑpˆ1pq12q “ q1 “ q12 ´
p1 ¨ q12
p1 ¨ p?
s
`m1
ˆ
p1
m1
` p?
s
˙
soit, en explicitant q12
q1 “ m1?
s
ˆ
´p` p1 ¨ p
m21
p1
˙
D’ou`
ΛpˆÑpˆ1pqˆ12q “
2
?
s
Λ1{2ps,m21,m22q
q1 “ 2m1
Λ1{2ps,m21,m22q
ˆ
´p` p1 ¨ p
m21
p1
˙
“ hpp1, pq (1.169)
qui est le re´sultat annonce´.
1.6.3 Cas du vertex de la figure 1.3
Ici, l’impulsion relative est donne´e par 1.57. Nous voulons montrer que dans la transformation
Λqˆ12Ñpˆ1 , pˆ devient le vecteur d’he´licite´ hpp1, pq de p1. Notons tout d’abord les relations utiles
q212 “ p1 ¨ q12 “ m21 `
pp ¨ p1q2
t
“ Λpm
2
1,m
2
2,´tq
4t
,
Compte tenu de p ¨ q12 “ 0, on a
Λqˆ12Ñpˆ1ppq “ p1 “ p´
p ¨ pˆ1
1` pˆ1 ¨ qˆ12 ppˆ1 ` qˆ12q “ p´
p ¨ p1
m1 `
a
q212
˜
p1
m1
` 1a
q212
pp1 ` p1 ¨ p
t
p
¸
“ p
˜
1´ pp1 ¨ pq
2
t
a
q212pm1 `
a
q212q
¸
´ p1 p1 ¨ p
m1
a
q212
“ m1a
q212
ˆ
p´ p1 ¨ p
m21
p1
˙
et donc
Λqˆ12Ñpˆ1pqˆq “
2m1
Λ1{2pm21,m22,´tq
ˆ
p´ p1 ¨ p
m21
p1
˙
“ hpp1, pq (1.170)
ce qui e´tablit le re´sultat.
1.6.4 Cas du vertex 1.2 avec deux lignes entrantes virtuelles du genre
espace
Il reste a` conside´rer le cas ou` au vertex 1.2 les impulsions entrantes p1 et p2 sont du genre espace
(p21 “ ´t ă 0 , p22 “ ´t1 ă 0), tandis que leur somme p “ p1 ` p2 est du genre temps futur
(p2 “ s ą 0). L’impulsion relative q12 et h1 e´tant de´finis par 1.77 et 1.79 respectivement. On a
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h1 ¨ p “ Λ
1{2
2
?
t
, h1 ¨ q12 “ ´p1 ¨ p
s
Λ1{2
2
?
t
,
pp ¨ p1q2
t
“ Λ
4t
´ s , avec Λ “ Λps,´t,´t1q
Calculons
q1 “ ΛpˆÑh1pq12q “ q12 ´
q12 ¨ h1
1` pˆ ¨ h1 ph1 ` pˆq “ p1 ´
p ¨ p1
s
p` p ¨ p1
s
Λ1{2
2
?
t
1
1` Λ
1{2
2
?
st
ˆ
"
p?
s
` 2
?
t
Λ1{2
´
p` p ¨ p1
t
p1
¯*
“ p1
$’’&’’%1`
pp ¨ p1q2
ts
1
1` Λ
1{2
2
?
st
,//.//- “ p1
Λ1{2
2
?
st
On a donc bien le re´sultat
ΛpˆÑh1pqˆ12q “ pˆ1 (1.171)
Christian Carimalo 40 Calcul spinoriel
Chapitre 1. Formalisme d’he´licite´
1.7 Appendice B : conservation de la parite´ a` un vertex
e´lectromagne´tique
L’ope´ration de parite´ donne lieu a` la loi de transformation suivante des e´tats :
Upπq|r pi sh, λ1 ą“ ηiDsiλ1iλipRY q|r pi sh, λ
1
i ą , avec pi “ pp0i ,´
ÝÑ
pi q (1.172)
et RY “ r pi s:h r pi s “ r k s:h rksh
ou` R est une rotation d’angle ϕ autour de n3 ; ηi est la parite´ intrinse`que de la particule (i) ; Y
est la rotation d’angle π autour de n2. On note la relation :
Dsλ1λpRY q “ p´1qs`λ eiλϕ δλ1,´λ
Par conservation de la parite´ dans les interactions e´lectromagne´tiques, on a
πJµp0q “ UpπqJµp0qU´1pπq , avec πJ0p0q “ J0p0q ,
ÝÑ
πJ p0q “ ´ ÝÑJ p0q (1.173)
Ecrivons :
Jλ “ă rp3sh, λ3|epλq‹µ pkqJµp0q|rp1sh, λ1 ą“ă r p3 sh,´λ3|epλq‹µ pkq πJµp0q|r p1 sh,´λ1 ą η
avec η “ p´1qs1`s3`λ1`λ3η1η3eipλ3´λ1qϕ
Revenons ensuite, par application de r k s´1h , au “re´fe´rentiel de Breit” du vertex de gauche, dans
lequel on a
ÝÑ
q13“
ÝÑ
0 , kˆ “ n3 , ep˘qpkq “ ep˘q , p1 “ p˜1 , p3 “ p˜3
En tenant compte de la relation
UpπqUpAqU´1pπq “ UpA:´1q
il vient
Jλ “ η ă rp˜3, sh,´λ3|
´
rks:hepλ‹µ pkq
¯
πJµp0q|rp˜1sh,´λ1 ą
Or, on a ´
rks:hepλ‹µ pkq
¯
“ RY epλq “ eiϕλep´λq et epλq‹µ Jµp0q “ p´1qλep´λqµ Jµp0q
On obtient donc
Jλ1λ3 “ p´1qs1`s3`λ1`λ3`λη1η3J´λ1,´λ3
et par suite
|Jλ1λ3 | “ |J´λ1,´λ3 | (1.174)
d’ou` re´sulte la relation F` “ F´ dans 1.130.
Christian Carimalo 41 Calcul spinoriel
Chapitre 1. Formalisme d’he´licite´
1.8 Appendice C : Relation entre l’angle ϕ (1.160) et son
homologue Φ dans le re´fe´rentiel du centre de masse
global
De´finissons la base associe´e au re´fe´rentiel du centre de masse global (c’est-a`-dire, celui du syste`me
des deux particules 1 et 2) de la fac¸on suivante :
T0 “ P?
s
, Z0 “ 2
?
s
Λ
1{2
0
ˆ
p1 ´ P ¨ p1
s
P
˙
, avec Λ0 “ Λps,m21,m22q ,
Y0µ “ ´N0 εµνρσ P ν pρ3 pσ1 , avec N0 “
2
Λ
1{2
0 p
˝
3 sin θ
˝
3
, X0µ “ εµνρσ T ν0 Y ρ0 Zσ0
Dans ce re´fe´rentiel,
ÝÑ
p1“ ´ ÝÑp2 est selon l’axe des z, ÝÑp3 , de module p˝3, est dans le plan px, zq
et a pour angle orbital θ˝3 . L’axe des y correspondant est donc perpendiculaire au plan des deux
tri-vecteurs
ÝÑ
p1 et
ÝÑ
p3 . Explicitement, les composantes de Y0 dans ce re´fe´rentiel sont
Y0 “
˜
0,
ÝÑ
p1 ^ ÝÑp3
| ÝÑp1 ^ ÝÑp3 |
¸
“ p0, 0, 1, 0q
De´finissons ensuite la base du re´fe´rentiel du centre de masse central comme
Tc “ K
M
, Zc “ 2
Λ
1{2
c
ˆ
k1 ´ K ¨ k1
M2
K
˙
, Ycµ “ ´Nc εµνρσ Kνpρ1kσ1 , avec Nc “
2
Λ
1{2
c pc1 sin θ
c
1
Xcµ “ εµνρσ T νc Y ρc Zσc
Dans ce second re´fe´rentiel,
ÝÑ
k1“ ´
ÝÑ
k2 est selon l’axe des z ; les deux tri-vecteurs
ÝÑ
p1 et
ÝÑ
p3 sont
dans le plan px, zq. Leurs modules et angles orbitaux sont pc1, θc1 et pc3, θc3, respectivement, et l’on
a bien suˆr (composantes selon l’axe des x)
pc1 sin θ
c
1 “ pc3 sin θc3
Ici, l’axe des y correspondant a` ce re´fe´rentiel est perpendiculaire au plan forme´ par les deux
tri-vecteurs
ÝÑ
p1 et
ÝÑ
p3 .
Dans le premier re´fe´rentiel, le vecteur p4 a pour composantes
pE˝4 , p˝4 sin θ˝4 cosΦ, p˝4 sin θ˝4 sinΦ, p˝4 cos θ˝4q˝
tandis que ses composantes dans le second re´fe´rentiel sont 28 :
pEc4, pc4 sin θc4 cosϕ, pc4 sin θc4 sinφ, pc4 cos θc4qc
Ecrivons alors 29
Y c ¨ p4 “ ´pc4 sin θc4 sinϕ “ ´Nc εµνρσ Kνpρ1kσ1 pµ4
Mais comme k1 “ p1 ´ p3 et K “ P ´ p3 ´ p4, on peut faire les substitutions
28. A noter que ϕ “ ϕ2 ´ ϕ1 est aussi bien l’angle azimutal relatif entre 4 et 1.
29. Ceci e´quivaut au calcul d’un 4-volume.
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εµνρσ K
νp
ρ
1k
σ
1 p
µ
4 ” ´εµνρσKνpρ1pσ3pµ4 ” εµνρσ P νpρ3pσ1pµ4 “ ´N´10 Y0 ¨ p4 “ N´10 p˝4 sin θ˝4 sinΦ
D’ou` la relation
sinϕ “ sinΦ Λ
1{2
0
Λ
1{2
c
κ , avec κ “ p
˝
3 sin θ
˝
3 p
˝
4 sin θ
˝
4
pc3 sin θ
c
3 p
c
4 sin θ
c
4
“ p
˝
3 sin θ
˝
3 p
˝
4 sin θ
˝
4
pc1 sin θ
c
1 p
c
2 sin θ
c
2
(1.175)
entre ϕ et Φ qui paraˆıt donc un peu complique´e dans le cas ge´ne´ral. Elle se simplifie e´norme´ment
dans la configuration ou` les angles d’e´mission respectifs θ˝3 et θ
˝
4 des particules 3 et 4 sont tre`s
petits, ou` les particules externes 1, 2, 3 et 4 sont ultra-relativistes (e´nergie " masse), et ou` les
photons γ1 et γ2 sont alors quasi-re´els. Dans ce cas, a` des termes du second ordre pre`s suivant ces
faibles angles d’e´mission et les faibles rapports masse/e´nergie, on peut faire les approximations
suivantes.
Tout d’abord, on a E˝1 «
?
s{2, E˝2 «
?
s{2, Λ1{20 « s, Λ1{2c «M2, puis
M2 “ pP ´ p3 ´ p4q2 “ s´ 2
?
spE˝3 ` E˝4q ` 2p3 ¨ p4 « s´ 2
?
spE˝3 ` E˝4q ` 4E˝3E˝4
“ 4pE˝1 ´ E˝3qpE˝2 ´ E˝4q “ 4ω˝1ω˝2
3
k1
1
p
p
3
α
θ1
c θc3
p
Figure 1.12 – Tri-impulsions dans le re´fe´rentiel du centre de masse central
ou` ω˝1 et ω
˝
2 sont les e´nergies respectives des photons γ1 et γ2 dans le re´fe´rentiel du centre de
masse global. En outre, d’apre`s la figure 1.12 repre´sentant les tri-impulsions dans le re´fe´rentiel
du centre de masse central, on a
kc1 sin θ
c
1 “ pc3 sinα “ pK3
pK3 e´tant la projection de la tri-impulsion de la particule 3 perpendiculairement a` la direction
de propagation de la particule 1. A des termes du second ordre pre`s suivant les angles θ, cette
impulsion transversale se conserve dans le passage d’un re´fe´rentiel a` l’autre : pK3 « p˝3 sin θ˝3p«
E˝3θ
˝
3q. On a de meˆme
kc2 sin θ
c
2 “ pc4 sinα1 “ pK4 « p˝4 sin θ˝4p« E˝4θ˝4q
D’ou`
κ « k
c
1 sin θ
c
1 k
c
2 sin θ
c
2
pc1 sin θ
c
1 p
c
2 sin θ
c
2
« M
2
4Ec1E
c
2
Christian Carimalo 43 Calcul spinoriel
Chapitre 1. Formalisme d’he´licite´
Or,
K ¨ p1 “MEc1 “ p1 ¨ pP ´ p3 ´ p4q « p1 ¨ pP ´ p4q « 2E˝1pE˝2 ´ E˝4 q “ 2E˝1 ω˝2
soit Ec1 « E˝1
d
ω˝2
ω˝1
Syme´triquement, on a
Ec1 « E˝1
d
ω˝1
ω˝2
, et donc Ec1E
c
2 « E˝1E˝2 « s{4
On aboutit ainsi a`
Λ
1{2
0
Λ
1{2
c
κ « s
M2
κ « 1
Dans le contexte de cette approximation, la relation entre ϕ et Φ se simplifie donc de fac¸on
spectaculaire :
sinϕ « sinΦ , soit ϕ « Φ
La relation exacte entre ϕa et son e´quivalent Φa dans le re´fe´rentiel du centre de masse global
est de´ja` moins “simple” que 1.175. Pourtant, dans la configuration pre´ce´dente des petits angles
d’e´mission, on montre que l’on a aussi, au meˆme ordre d’approximation :
ϕa « Φa
re´sultat d’ailleurs pre´visible puisque, comme il a e´te´ sugge´re´ plus haut, a` l’extreˆme limite des
angles d’e´mission nuls des particules 3 et 4, le passage d’un re´fe´rentiel a` l’autre s’effectue suivant
un meˆme axe et qu’alors toutes les composantes des vecteurs qui sont transversales a` cet axe
restent inchange´es.
Pour l’e´tude ge´ne´rale des corre´lations azimutales dans les “processus photon-photon” sur la base
de la formule ge´ne´rale 1.161, le lecteur pourra se reporter a` l’article de N. Arteaga et co-auteurs
de´ja` cite´ 30.
30. N. Arteaga, C. Carimalo, P. Kessler, S. Ong, O. Panella, Phys. Rev. 52, 4920 (1995).
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Deux types de particules sont pre´ponde´rants dans l’univers des particules e´le´mentaires. Le pre-
mier regroupe les particules dites vectorielles auxquelles ont assigne ge´ne´ralement un roˆle de
me´diation dans les interactions. Les unes, comme le photon ou les gluons ont une masse nulle, les
autres comme les bosons W˘ et Z0 sont massives. On les de´crit au moyen de la repre´sentation
4-vectorielle du groupe de Lorentz, sur laquelle repose en fait la de´finition de ce groupe. Le second
type est celui des particules que l’on de´crit ge´ne´ralement au moyen de spineurs de Dirac et auquel
est attache´e la repre´sentation de spin 1/2 du groupe SLp2, Cq, groupe de reveˆtement universel du
groupe de Lorentz. Certaines de ces particules, les leptons (tels l’e´lectron, le muon ou les neutri-
nos) interviennent dans les interactions e´lectro-faibles et sont directement observables ; d’autres,
comme les quarks, n’ont jamais e´te´ observe´es a` l’e´tat libre mais sont conside´re´es comme les struc-
tures incontournables a` partir desquelles sont construites les particules observables hadroniques,
et qui de´crivent les interactions de ces dernie`res, re´gies au premier chef par la Chromodynamique
Quantique.
Le but de ce chapitre est de fournir le maximum de proprie´te´s de ces deux repre´sentations 1. On
trouvera e´galement a` la fin du chapitre certaines notions comple´mentaires qu’il nous paraˆıt utile
de connaˆıtre.
2.1 La repre´sentation 4-vectorielle du groupe de Lorentz
Dans ce qui suit, il est fait un usage intensif des proprie´te´s du tenseur de Levi-Civita quadri-
dimensionnel. La section (2.5) donne la de´finition ge´ne´rale et quelques proprie´te´s des symboles
de Levi-Civita d’ordres quelconques.
2.1.1 Ge´ne´rateurs de spin 4-vectoriels
Bien que certaines notions la concernant aient de´ja` e´te´ aborde´es au chapitre 1, nous rappelons
ici certaines de´finitions essentielles de la repre´sentation 4-vectorielle. Dans cette repre´sentation,
qui utilise des matrices 4ˆ 4, les ge´ne´rateurs Jµν sont de´finis par
pJµνqαβ “ ipgµα gνβ ´ gνα gµβq (2.1)
Le lecteur ve´rifiera que ces ope´rateurs ve´rifient bien les relations de commutations des ge´ne´rateurs
du groupe LÒ` :
1. Les notations et formules concernant les groupes de Lorentz, de Poincare´ et leurs repre´sentations sont
celles des chapitres 4, 5 et 6 du cours “Introduction a` la The´orie Lagrangienne”, ci-apre`s nomme´ ITL
(http://physique-univ.fr/physique-the´orique/lagrangien.html), et dans le chapitre 1 de ce cours.
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r Jµν , Jρσ s “ i pgµσ Jνρ ´ gµρ Jνσ ´ gνσ Jµρ ` gνρ Jµσq (2.2)
Une transformation de Lorentz du groupe LÒ` s’e´crit toujours sous la forme Λ “ eG ou` G “
i ωµν J
µν {2, ωµν e´tant un tenseur antisyme´trique. D’apre`s (2.1), on a simplement Gαβ “ ´ωαβ.
Si Λ appartient au petit groupe d’un 4-vecteur η, on a Λpηq “ η, soit Gpηq “ 0 et donc ωαβ ηβ “ 0.
Il s’ensuit que le tenseur antisyme´trique ωµν est plan et doit eˆtre de la forme
ωµν “ ǫµνρσ pρ ησ (2.3)
Dans cette expression, le 4-vecteur p peut toujours eˆtre remplace´ par un 4-vecteur de la forme
ξ “ p` aη. Si η n’est pas du genre lumie`re, le scalaire a peut eˆtre de´termine´ de telle sorte que ξ
soit orthogonal a` η. Dans ce cas, on a
ξα “ 1
2η2
ǫαµνβ ωµν ηβ (2.4)
En toute circonstance, on peut e´crire
ωµν “ ǫµνρσ ξρ ησ (2.5)
et le ge´ne´rateur G de la transformation est donc de la forme
G “ i ξµWµpηq (2.6)
ou`
Wµpηq “ 1
2
ǫµνρσ η
ν Jρσ, rWµpηq sαβ “ i ǫµναβ ην (2.7)
est l’ope´rateur de Pauli-Lubanski associe´ au 4-vecteur η.
➀ Cas ou` η est du genre temps : η2 ą 0
Posons M “
a
η2 et de´finissons le 4-vecteur unitaire du genre temps t “ ˘η{M , le signe e´tant
choisi de telle sorte que t pointe vers le futur. Associons a` ce 4-vecteur une triade x, y, z de
4-vecteurs du genre espace et orthogonaux entre eux se trouvant dans l’hyperplan orthogonal a`
t, pour former avec t une base d’orientation directe Bptq. Ils ve´rifient les relations suivantes qui
ge´ne´ralisent celles relatives aux bases de l’espace a` trois dimensions.
tµ tν ´ xµ xν ´ yµ yν ´ zµ zν “ gµν prelation de fermetureq
ǫµνρσ t
µ xν yρ zσ “ 1 p4´volumeq
(2.8)
tµ “ ǫµνρσ xν yρ zσ , xµ “ ǫµνρσ tν yρ zσ
yµ “ ´ǫµνρσ tν xρ zσ , zµ “ ǫµνρσ tν xρ yσ
(2.9)
tµ xν ´ tν xµ “ ´ǫµνρσ yρ zσ tµ yν ´ tν yµ “ ǫµνρσ xρ zσ
tµ zν ´ tν zµ “ ´ǫµνρσ xρ yσ
xµ yν ´ xν yµ “ ǫµνρσ tρ zσ yµ zν ´ yν zµ “ ǫµνρσ tρ xσ
zµ xν ´ zν xµ “ ǫµνρσ tρ yσ
(2.10)
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ǫµνρσ t
µ “ ´xν yρ zσ ´ xρ yσ zν ´ xσ yν zρ ` xν yσ zρ ` xσ yρ zν ` xρ yν zσ
“ ´
ÿ
kℓm
ǫkℓm nk µ nℓ ν nmρ
ǫµνρσ x
µ “ ´yν zρ tσ ´ yρ zσ tν ´ yσ yν tρ ` yν zσ tρ ` yσ zρ tν ` yρ zν tσ
ǫµνρσ y
µ “ zν tρ xσ ` zρ tσ xν ` zσ tν xρ ´ zν tσ xρ ´ zσ tρ xν ´ zρ tν xσ
ǫµνρσ z
µ “ ´tν xρ yσ ´ tρ xσ yν ´ tσ xν yρ ` tν xσ yρ ` tσ xρ yν ` tρ xν yσ
(2.11)
ou`, dans la premie`re formule, n1 “ x, n2 “ y, n3 “ z. Le 4-vecteur ξ envisage´ plus haut, orthogonal
a` t, se de´veloppe suivant les trois 4-vecteurs x, y et z :
ξ “ ξ1 x` ξ2 y ` ξ3 z
et le ge´ne´rateur des transformations du petit groupe de η s’e´crit
G “ ¯ iM `ξ1 S1ptq ` ξ2 S2ptq ` ξ3 S3ptq˘
avec S1ptq “ ´x ¨W ptq , S2ptq “ ´y ¨W ptq , S3ptq “ ´z ¨W ptq
(2.12)
Les trois ope´rateurs S1ptq, S2ptq et S3ptq sont les ge´ne´rateurs infinite´simaux du petit groupe
associe´ a` t. On ve´rifie aise´ment qu’ils constituent une alge`bre de Lie isomorphe a` su(2) 2. Ce n’est
pas e´tonnant, car, le 4-vecteur η e´tant du genre temps, les ope´rations du petit groupe sont des
rotations dans l’hyperplan orthogonal a` η. Ledit petit groupe est donc isomorphe a` SOp3q 3. Soit
r t s une te´trade associe´e a` t. En parame´trisant ce 4-vecteur de la fac¸on suivante
t “ pcoshχ, sinhχ sin θ cosϕ, sinhχ sin θ sinϕ, sinhχ cos θq
cette te´trade pourra eˆtre choisie comme 4
r t s “
ˆ
e´iϕ{2 0
0 eiϕ{2
˙ ˆ
cos θ
2
´ sin θ
2
sin θ
2
cos θ
2
˙ ˆ
eχ{2 0
0 e´χ{2
˙
(2.13)
Toute autre te´trade r t s1 que l’on pourrait associer au meˆme 4-vecteur t diffe`re de (2.13) par une
matrice r t s´1 r t s1 faisant partie du petit groupe de ˝t , c’est-a`-dire, par une matrice de rotation
R, dont on peut exprimer la forme ge´ne´rale au moyen des angles d’Euler pα, β, γq :
Rpα, β, γq “
ˆ
e´iα{2 0
0 eiα{2
˙ ˆ
cos β
2
´ sin β
2
sin β
2
cos β
2
˙ ˆ
e´iγ{2 0
0 eiγ{2
˙
(2.14)
Nous avons vu qu’une transformation de Lorentz associe´e a` une matrice A de SLp2, Cq induit
une rotation de Wigner rAt s´1A r t s. Celle-ci est tout aussi bien de´crite par la forme ge´ne´rale
(2.14).
De l’expression
tS3ptquαβ “ i ǫαβµν tµ zν “ i txα yβ ´ xβ yα u (2.15)
2. Ce sont alors des ope´rateurs de spin, pas ne´cessairement hermitiques.
3. Dont le groupe de reveˆtement SUp2q a e´te´ e´tudie´ dans ITL, chap. 4.
4. Le ve´rifier, et ve´rifier aussi que le 4-vecteur z du genre espace donne´ par cette te´trade est
z “ psinhχ, coshχ sin θ cosϕ, coshχ sin θ sinϕ, coshχ cos θq.
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et des formules relatives a` la base Bptq, on tire
S3ptqrts “ 0, S3ptqrzs “ 0, S3ptqrxs “ i y, S3ptqrys “ ´i x (2.16)
Dans l’hyperplan orthogonal a` t, les 4-vecteurs
ep0q “ z, ep˘q “ ¯ 1?
2
px˘ i yq (2.17)
note´s epλq avec λ “ 0,˘1, sont vecteurs propres de S3ptq avec λ pour valeur propre respective :
rS3ptqsαβ ep˘qβ “ i ǫαβµν tµ zν ep˘qβ “ ˘ ep˘qα (2.18)
Notant que
gβγ “ tβ tγ ´ zβ zγ ´ ep`qβ ep`q‹γ ´ ep´qβ ep´q‹γ “ tβ tγ ´ zβ zγ ` ep`qβ ep´qγ ` ep´qβ ep`qγ (2.19)
et calculant
rS3ptqsαβ gβγ “ ep`qα ep´qγ ´ ep´qα ep`qγ (2.20)
on de´duit les projecteurs
ep˘qµ e
p¯q
ν “
1
2
r gµν ´ tµ tν ` zµ zν ˘ i ǫµνρσ tρ zσ s (2.21)
Les ope´rateurs S` “ 1?
2
rS1 ` iS2 s et S´ “ 1?
2
rS1 ´ iS2 s, qui font respectivement “monter”
et “descendre” le spin, ont pour e´le´ments de matrice non nuls les expressions
rS˘sαβ “ ¯ i ǫαβµν tµ ep˘qν “ zα ep˘qβ ´ zβ ep˘qα (2.22)
Conside´rons les tenseurs de´finis par :
T0µν “ gµν ´ tµ tν ` zµ zν “ ´ ep`qµ ep`q‹ν ´ ep´qµ ep´q‹ν
T1µν “ ´ ep`qµ ep´q‹ν ´ ep´qµ ep`q‹ν “ ep`qµ ep`qν ` ep´qµ ep´qν
T2µν “ i
”
e
p`q
µ e
p´q‹
ν ´ ep´qµ ep`q‹ν
ı
“ i
”
e
p´q
µ e
p´q
ν ´ ep`qµ ep`qν
ı
T3µν “ ´ ep`qµ ep`q‹ν ` ep´qµ ep´q‹ν ” S3ptq
(2.23)
Le tenseur T0 est en fait le projecteur dans le 2-plan px, yq. Quant aux tenseurs Tk (k “ 1, 2, 3),
on peut les envisager comme des ope´rateurs agissant dans ce bi-plan, lequel, complexifie´, est
clairement isomorphe a` un espace complexe a` deux dimensions. Ils sont hermitiques car T ‹k µν “
Tk νµ et ve´rifient
Tk Tℓ “ δkℓ T0 ` i ǫkℓm Tm, rTk, Tℓ s “ 2i ǫkℓm Tm (2.24)
Ils engendrent donc une alge`bre isomorphe a` celle des matrices de Pauli, ce qui n’est pas e´tonnant,
compte tenu de l’isomorphisme mentionne´ plus haut.
Pour eˆtre complet, e´crivons e´galement les relations suivantes :
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ǫµνρσ z
µ ep˘qν “ ˘ i
!
tρ e
p˘q
σ ´ tσ ep˘qρ
)
ǫµνρσ pt` ǫ zqµ ep˘qν “ ˘ i ǫ
!
pt` ǫ zqρ ep˘qσ ´ pt` ǫzqσ ep˘qρ
)
avec ǫ “ ˘1
(2.25)
➁ Cas ou` η est du genre espace : η2 ă 0
Nous poserons iciM “
a
´η2, puis z “ η{M . Le 4-vecteur z est du genre espace et unitaire. Nous
lui associerons une triade de 4-vecteurs comprenant un 4-vecteur du genre temps futur et unitaire
t et deux vecteurs du genre espace et unitaires x et y de sorte a` former une base orthonorme´e
d’espace-temps Bpzq : t, x, y, z. Le 4-vecteur ξ, orthogonal a` z, appartient a` l’hyperplan engendre´
par t, x et y :
ξ “ ξ0 t` ξ1 x` ξ2 y
et par suite
G “ iM `ξ0W 0pzq ´ ξ1W 1pzq ´ ξ2W 2pzq˘
avec W 0pzq “ t ¨W pzq , W 1ptq “ ´x ¨W pzq , W 2pzq “ ´y ¨W pzq (2.26)
Les ope´rateursW 0pzq,W 1pzq etW 2pzq, ge´ne´rateurs infinite´simaux du petit groupe de z, satisfont
aux relations de commutation 5
rW 1,W 2 s “ ´iW 0 , rW 0 ,W 1 s “ iW 2 , rW 0 ,W 2 s “ ´iW 1 (2.27)
qui de´finissent l’alge`bre de Lie du groupe Lp2, 1q, groupe de Lorentz pour un espace-temps ne
comportant que deux dimensions spatiales. Le petit groupe associe´ a` z est donc isomorphe a`
Lp2, 1q. Ce re´sultat e´tait pre´visible puisque les transformations du petit groupe de z agissent
dans le 3-espace de Minkowsky ayant une dimension temporelle et deux dimensions spatiales.
L’ope´rateur W 0 engendre des rotations dans le 2-plan px, yq, tandis que W 1 et W 2 engendrent
des transformations de Lorentz, dans les 2-plans pt, yq et pt, xq, respectivement. On montre que
la forme ge´ne´rale des matrices Ms du petit groupe du 4-vecteur de re´fe´rence (du genre espace)
˝
z “ p0, 0, 0, 1q est
Ms “
ˆ
cosh ξ
2
e´ipθ1`θ2q{2 ´ sinh ξ
2
e´ipθ1´θ2q{2q
´ sinh ξ
2
eipθ1´θ2q{2q cosh ξ
2
eipθ1`θ2q{2
˙
ou encore
Ms “
ˆ
e´iθ1{2 0
0 eiθ1{2
˙ ˆ
cosh ξ
2
sinh ξ
2
sinh ξ
2
cosh ξ
2
˙ ˆ
e´iθ2{2 0
0 eiθ2{2
˙ (2.28)
ξ, θ1 et θ2 e´tant des re´els quelconque. Soit r z s une te´trade associe´e au 4-vecteur du genre espace
z. Si ce dernier est parame´trise´ comme
z “ psinhχ, coshχ sin θ cosϕ, coshχ sin θ sinϕ, coshχ cos θq
on peut encore choisir (2.13) pour cette te´trade, et toute autre te´trade r z s1 que l’on pourrait
associer au meˆme 4-vecteur z en diffe`re par une matrice r z s´1 r z s1 faisant partie du petit groupe
de
˝
z et qui est donc de la forme (2.28). De meˆme, la transformation de Wigner rAz s´1 A r z s,
ou` A est une matrice quelconque de SLp2, Cq, est une matrice de la forme (2.28) et ne repre´sente
plus une rotation.
5. Montrer que W 0pzq “ xµyνJµν , W 1pzq “ tµyνJµν , W 2pzq “ ´tµxνJµν et se servir des relations (2.2).
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➂ Cas ou` η est du genre lumie`re : η2 “ 0
Il est toujours possible de trouver une base Bptq ayant un vecteur z convenablement oriente´, de
telle sorte que η prenne la forme η “ κpt ` zq, avec κ “ t ¨ η. Relativement a` cette base, les
composantes de l’ope´rateur de Pauli-Lubanski W pt` zq sont 6
W 1 “ ´x ¨W “ ´pt` zqµ yν Jµν , W 2 “ ´y ¨W “ pt` zqµ xν Jµν
W 0 “ t ¨W “W 3 “ xµ yν Jµν
(2.29)
Elles ve´rifient les relations de commutation
rW 1 , W 2 s “ 0 , rW 0 , W 1 s “ iW 2 , rW 0 , W 2 s “ ´iW 1 (2.30)
Comme mentionne´ pre´ce´demment, cette alge`bre est celle du groupe P p2q des de´placements dans
un 2-plan euclidien, l’ope´rateurW 1 jouant le roˆle de ´iBx, ge´ne´rateur de translation suivant l’axe
des x de ce plan, W 2 celui de ´iBy, ge´ne´rateur de translation suivant l’axe des y, et W 0 celui de
´ipxBy ´ yBxq, ge´ne´rateur de rotations dans ledit plan. L’ope´rateur W 0 est encore le ge´ne´rateur
infinite´simal des rotations dans le 2-plan physique px, yq. Compte tenu de (2.1) et des relations
ǫµνρσ x
µ pt` zqν “ pt` zqρ yσ ´ yρ pt` zqσ
ǫµνρσ y
µ pt` zqν “ xρ pt` zqσ ´ pt` zqρ xσ
(2.31)
on a
pW 1qαβ “ ´i rpt` zqα yβ ´ yα pt` zqβs , pW 2qαβ “ i rpt` zqα xβ ´ xα pt` zqβs (2.32)
d’ou` l’on de´duit l’action de l’ope´rateur T “ eipaW 1`bW 2q sur la base Bptq :
T ptq “ t` bx´ ay ` a
2 ` b2
2
pt` zq , T pzq “ z ´ bx` ay ´ a
2 ` b2
2
pt` zq
T pxq “ x` bpt` zq , T pyq “ y ´ apt` zq (2.33)
Les 4-vecteurs u appartenant a` l’hyperplan orthogonal a` η sont ne´cessairement de la forme u “
u1x` u2y ` u0pt` zq, (u0 “ u3). Pour ceux-ci, on a
T puq “ u` pt` zqpbu1 ´ au2q (2.34)
et l’effet sur ces 4-vecteurs du sous-groupe abe´lien engendre´ par W 1 et W 2 est de les translater
paralle`lement a` η 7. C’est pourquoi on l’appelle groupe de jauge de η.
Les matrices Mℓ de SLp2, Cq appartenant au petit groupe du 4-vecteur du genre lumie`re de
re´fe´rence
˝
η “ p1, 0, 0, 1q ont pour forme ge´ne´rale
Mℓ “
ˆ
e´iψ{2 β
0 eiψ{2
˙
“
ˆ
1 ζ
0 1
˙ˆ
e´iψ{2 0
0 eiψ{2
˙
“Mℓpζ, eiψ{2q (2.35)
“
ˆ
e´iψ{2 0
0 eiψ{2
˙ ˆ
1 ζ 1
0 1
˙
, avec ζ 1 “ ζ e´iψ
ou` ζ “ βe´iψ{2 est un nombre complexe quelconque. Elles ont pour loi de composition
6. Comme pt` zq ¨W pt` zq “ 0, on a W 0 “ W 3.
7. Et notamment ep´q “ x´ iy?
2
Ñ ep´q ` b` ia?
2
pt` zq.
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Mℓpζ, eiψ{2q Mℓpζ 1, eiψ
1{2q “Mℓpζ ` ζ 1eiψ, eirψ`ψ
1s{2q (2.36)
qui est bien celle des de´placements dans le plan, assimile´ au plan complexe (addition du complexe
ζ, repre´sentant une translation, suivie d’une multiplication par eiα, repre´sentant une rotation).
Notons
˝
ℓ “ κ p1, 0, 0, 1q (κ e´tant re´el) un 4-vecteur de re´fe´rence du genre lumie`re, et r ℓ s une
te´trade permettant de passer de
˝
ℓ a` un autre 4-vecteur du genre lumie`re ℓ. Si l’on utilise la
parame´trisation
ℓ “ κp1, sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θq
un exemple de telle te´trade est donne´ par
r ℓ s “ ?κ
ˆ
e´iϕ{2 0
0 eiϕ{2
˙ ˆ
cos θ
2
´ sin θ
2
sin θ
2
cos θ
2
˙
(2.37)
conduisant a` la base d’espace-temps associe´e :
tpℓq “ p1, 0, 0, 0q , xpℓq “ p0, cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,´ sin θq
ypℓq “ p0,´ sinϕ, cosϕ, 0q , zpℓq “ p0, sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θq
Toute autre te´trade r ℓ s1 associe´e au meˆme 4-vecteur ℓ diffe`re de (2.37) d’une matrice r ℓ s´1r ℓ s1
qui, appartenant au petit groupe de
˝
ℓ , est ne´cessairement de la forme (2.35). Ici aussi, une
transformation de Wigner rAℓ s´1 A r ℓ s n’est pas une rotation, mais une matrice Mℓ du petit
groupe de
˝
ℓ , donc de la forme (2.35). Sous l’action de cette ope´ration, les 4-vecteurs ep˘qpr
˝
ℓ sq “
¯p0, 1,˘i, 0q deviennent
Epλqpr
˝
ℓ sq “ eiλψ epλqpr
˝
ℓ sq ` cλ
˝
ℓ pλ “ ˘1q (2.38)
avec c` “ ζ
‹
?
2κ
et c´ “ ´ ζ?2κ . Il s’ensuit que dans la transformation de Lorentz repre´sente´e par
A, le 4-vecteur
epλqpr ℓ sq “ Λpr ℓ sq epλqpr
˝
ℓ sq (2.39)
qui est vecteur propre de l’ope´rateurW 0 avec la valeur propre λ a pour e´quivalent dans la te´trade
rAℓ s
epλqprAℓ sq “ ΛprAℓ sq epλqpr
˝
ℓ sq “ ΛpA r ℓ sM´1q epλqpr
˝
ℓ sq
“ ΛpA r ℓ sq
"
eiλψ epλqpr
˝
ℓ sq ` cλ
˝
ℓ
*
“ eiλψ ΛpAq epλqpr ℓ sq ` cλ pAℓq
(2.40)
Envisageons le cas d’un photon dont l’e´tat est de´crit par une onde plane. La direction de pro-
pagation de l’onde et l’e´nergie qu’elle transporte sont de´finies par le 4-vecteur e´nergie-quantite´
de mouvement ℓ du photon, du genre lumie`re. L’e´tat de polarisation de l’onde se de´crit quant a`
lui au moyen de deux 4-vecteurs ep`q et ep´q, tels que ep˘q ¨ ℓ “ 0. Ces 4-vecteurs, dits de pola-
risation, repre´sentent des ondes polarise´es circulairement, a droite et a` gauche, respectivement 8.
D’apre`s (2.40), dans une transformation de Lorentz, ils subissent une translation paralle`lement
a` L “ ΛpAqpℓq. Or, une proprie´te´ fondamentale des e´quations de Maxwell est qu’elles sont inva-
riantes de jauge. Au final, cela signifie que les pre´visions mesurables de la the´orie sont insensibles
8. ITL, §4.7.1.
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au remplacement d’un vecteur de polarisation epλqpℓq par epλqpℓq ` cpℓq ℓ, ou` cpℓq est un scalaire
quelconque. Il s’ensuit que, dans ce cas, le terme cλ L est sans effet et peut eˆtre tout simplement
ignore´. Tout se passe alors comme si, dans une transformation de Lorentz, les vecteurs de po-
larisation subissaient un simple changement de phase eiλψ. La conse´quence importante est que
l’he´licite´ λ du photon peut eˆtre conside´re´e comme un ve´ritable invariant relativiste.
2.2 Les spineurs de Dirac 9
2.2.1 Expressions ge´ne´rales
Les spineurs de Dirac sont les bi-spineurs de la repre´sentation Dp1
2
, 0q ‘ Dp0, 1
2
q de SLp2, Cq.
Dans la suite, nous ne conside`rerons que le cas ou` la particule conside´re´e, de spin 1/2, a une masse
non nulle. Le cas e´ventuel de la masse nulle sera envisage´ comme limite du pre´ce´dent en faisant
tendre m vers ze´ro, lorsque cela est possible 10. En “repre´sentation-p”, et dans la repre´sentation
que nous appelons “repre´sentation initiale”, un spineur de Dirac associe´ a` un e´tat |Φ ą s’exprime
comme :
Φppq “
ˆ
φppq
φˆppq
˙
(2.41)
au moyen des amplitudes spinorielles
φσppq “ ă p, σ |Φ ą et φˆσppq “ ă pˆ, σ |Φ ą (2.42)
ou` l’indice de spin σ prend les valeurs `1{2 et ´1{2. Il ve´rifie l’e´quation de Dirac :
ΓppqΦppq “ mΦppq (2.43)
ou` Γppq est la matrice 4ˆ 4 donne´e par 11,12
Γppq “
¨˚
˚˝ 02 p„
rp 02
‹˛‹‚ avec
p„ “ p0 `
ÝÑ
p ¨ÝÑτ , rp “ p0 ´ ÝÑp ¨ÝÑτ
(2.44)
et ou` 02 est la matrice nulle 2ˆ2. Sous une transformation pa,Aq de P¯Ò`, le spineur (2.41) devient
pa,AqΦppq “ Φ1ppq “ eia¨p SpAqΦpA´1pq, avec SpAq “
¨˝
A 02
02 A
:´1
‚˛ (2.45)
tandis que la matrice Γppq ve´rifie
Γppq “ SpAqΓpA´1pqSpAq´1 (2.46)
9. Le lecteur trouvera dans le chapitre 7 de ITL qui leur est consacre´ toutes les de´finitions utiles concernant
les spineurs et les matrices de Dirac.
10. Le cas des spineurs de Dirac associe´s a` une particule de masse nulle est conside´re´ dans ITL, § 7.6.
11. Rappelons que DspAq ” A pour s “ 1{2.
12. p0 “
b
m2` ÝÑp 2
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ce qui fait que l’e´quation de Dirac (2.43) garde exactement la meˆme forme dans tout re´fe´rentiel
galile´en. Si l’on pose
Γ0 “ Γ0 “
¨˝
02 τ0
τ0 02
‚˛, Γk “ ´Γk “
¨˝
02 ´τk
τk 02
‚˛ (2.47)
ou` τ0 est la matrice unite´ 2 ˆ 2 et τk (k “ 1, 2, 3) sont les matrices de Pauli, la matrice (2.44)
peut eˆtre exprime´e sous forme de produit scalaire :
Γppq “ pµ Γµ “ pµ Γµ “ p0 Γ0 ´
ÿ
k
pk Γk
En posant q “ A´1p (ou en remplac¸ant A par A´1), l’e´quation (2.46) devient
SpAqΓpqqSpAq´1 “ ΓpAqq (2.48)
d’ou` l’on de´duit (rAq sν “ Λν¨µ qµ, rAq sν “
“
Λ´1
‰µ
¨ ν qµ avec Λ ” ΛpAq) :
SpAqΓµ SpAq´1 “ Λν¨µ Γν et SpAqΓµ SpAq´1 “
“
Λ´1
‰µ
¨ ν Γ
ν (2.49)
Sous la transformation de´finie par Γ1µ “ SpAq´1 Γµ SpAq, les matrices Γµ se transforment donc
comme les composantes contravariantes d’un 4-vecteur. Les matrices (2.47) ve´rifient les rela-
tions 13
pΓ0q2 “ Γ20 “ 1, pΓkq2 “ Γ2k “ ´1
Γ0 Γk “ ´Γk Γ0, Γk Γℓ “ ´Γℓ Γk pk ‰ ℓq (2.50)
que l’on re´sume par la relation fondamentale de de´finition des matrices de Dirac :
Γµ Γν ` Γν Γµ “ 2 gµν , ou Γµ Γν ` Γν Γµ “ 2 gµν (2.51)
Les matrices (2.47) constituent ce que nous appelons la repre´sentation initiale des matrices de
Dirac, qui diffe`re de celle de Weyl par le signe des Γk. S’il existe bien une infinite´ de quadruplets
de matrices 4ˆ4 ve´rifiant la relation ge´ne´rale (2.51), on montre cependant que deux quadruplets
possibles tγµu et tγ1µu sont ne´cessairement relie´s au moyen d’une matrice 4ˆ 4 inversible U via
la relation 14 :
γ1µ “ U γµ U´1 (2.52)
Toutes les repre´sentations des matrices de Dirac sont e´quivalentes et toute proprie´te´ de ces ma-
trices de´montre´e dans une repre´sentation particulie`re est applicable a` toute autre repre´sentation.
La repre´sentation de Dirac est la repre´sentation standard couramment utilise´e des matrices de
Dirac. Elle est de´finie par
13. ITL, section 6.12.
14. C’est le the´ore`me fondamental de W. Pauli, voir Annales de l’I.H.P. tome 6, n˝ 2 (1936), p. 109.
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γ0 “ γ0 “
¨˝
τ0 02
02 ´τ0
‚˛“ Γ5 , γk “ ´γk “
¨˝
02 τk
´τk 02
‚˛“ ´Γk
γ5 “
¨˝
02 τ0
τ0 02
‚˛“ Γ0 (2.53)
et s’obtient a` partir de la repre´sentation initiale (2.47) par la matrice inversible
U “ 1?
2
¨˝
τ0 τ0
τ0 ´τ0
‚˛“ 1?
2
pΓ0 ` Γ5q “ 1?
2
pγ0 ` γ5q “ U´1 (2.54)
Notons ici qu’en vertu de l’e´quation (6.263), pour toute base d’espace-temps t, x, y, z, on a
Γ5 “ ´iΓptqΓpxqΓpyqΓpzq (2.55)
et que par conse´quent
γ5 “ U Γ5 U´1 “ ´i γptq γpxq γpyq γpzq (2.56)
ou`, pour un 4-vecteur v quelconque 15,
γpvq “ vµ γµ “ vµ γµ (2.57)
On a notamment, pour la base d’espace-temps standard,
Γ5 “ iΓ0 Γ1 Γ2 Γ3 et γ5 “ i γ0 γ1 γ2 γ3 (2.58)
D’apre`s (6.264), les matrices Γ5 et γ5 anti-commutent, respectivement, avec les matrices Γ
µ et
γµ :
Γ5 Γ
µ “ ´Γµ Γ5, γ5 γµ “ ´γµ γ5 (2.59)
D’apre`s (2.51), les matrices Γµ avec des indices diffe´rents anti-commutent entre elles, ce qui
fait que le produit Γµ Γν Γρ Γσ avec les quatre indices µ, ν, ρ, σ tous diffe´rents est comple`tement
antisyme´trique suivant ces indices. En introduisant le tenseur comple`tement antisyme´trique de
Levi-Civita ǫµνρσ , on peut donc e´crire (ǫ0123 “ 1)
Γ0 Γ1 Γ2 Γ3 “ ǫ0123 Γ0 Γ1 Γ2 Γ3 “ 1
4!
ǫµνρσ Γ
µ Γν Γρ Γσ
Ceci permet de repre´senter les matrices Γ5 et γ5 sous la forme de produits contracte´s de tenseurs
Γ5 “ i
4!
ǫµνρσ Γ
µ Γν Γρ Γσ et γ5 “ i
4!
ǫµνρσ γ
µ γν γρ γσ (2.60)
15. Bien qu’en Physique des Particules on utilise couramment la notation “slash” de Feynman, {v “ vµ γµ, nous
utiliserons ici la notation γpvq, pour la clarte´ du texte.
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qui se comportent comme des scalaires sous les transformations de SLp2, Cq. En utilisant (2.49)
et en tenant compte de detΛ “ 1, on a en effet
SpAq´1 Γ5 SpAq “ i
4!
ǫµνρσ Λ
µ
¨µ1 Λ
ν
¨ ν1 Λ
ρ
¨ ρ1 Λ
σ
¨σ1 Γ
µ1 Γν
1
Γρ
1
Γσ
1
“ i
4!
pdet Λq ǫµ1ν1ρ1σ1 Γµ1 Γν1 Γρ1 Γσ1 “ i
4!
ǫµ1ν1ρ1σ1 Γ
µ1 Γν
1
Γρ
1
Γσ
1 “ Γ5
Dans la repre´sentation standard, les spineurs de Dirac de la repre´sentation-p prennent donc la
forme
Φstppq “
ˆ
φppq ` φˆppq
φppq ´ φˆppq
˙
(2.61)
a` un facteur de normalisation pre`s et SpAq est remplace´ par
LpAq “ U SpAqU´1 “ 1
2
¨˝
A`A:´1 A´A:´1
A´A:´1 A`A:´1
‚˛ (2.62)
Dans la repre´sentation standard, les spineurs de type U (e´nergie positive) et les spineurs de type
V (e´nergie ne´gative) attache´s a` l’e´tat | r p s, σ ą sont donne´s par 16
Uσpr p sq “
c
m
2
¨˝  r p s ` r p s:´1(¨σ r p s ´ r p s:´1(¨σ ‚˛
Vσpr p sq “ γ5 Uσpr p sq “
c
m
2
¨˝  r p s ´ r p s:´1(¨σ r p s ` r p s:´1(¨σ ‚˛
(2.63)
Ils ve´rifient les relations
ÿ
σ
Uσ Uσ “ m` γppq ,
ÿ
σ
Vσ V σ “ γppq ´m, γppqU “ mU , γppqV “ ´mV
ÿ
σ
“
Uσ Uσ ´ Vσ V σ
‰ “ 2m, avec U “ U : γ0, V “ V : γ0 (2.64)
et, conforme´ment a` l’usage, leur normalisation est telle que
Uσ Uσ1 “ 2mδσ σ1 , V σ Vσ1 “ ´2mδσσ1 , Uσ Vσ1 “ V σ Uσ1 “ 0 (2.65)
Les quatre spineurs U et V ainsi de´finis constituent une base selon laquelle on peut de´velopper
tout vecteur unicolonne de C4.
‚ Lorsque la te´trade r p s correspond a` un boost le long de ÝÑp , elle prend la forme de la matrice
hermitique H donne´e par le tableau :
16. En mettant de coˆte´ un facteur de normalisation p2πq3 2 p0 δ
ˆ
ÝÑ
p ´
ÝÑ
p1
˙
ou` p0 “
b
m2` ÝÑp 2.
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H “ 1a
2mpE `mq ˆ
1{2 ´1{2
1{2 E `m` pz px ´ i py
´1{2 px ` i py E `m´ pz
(2.66)
avec px “ p1, py “ p2, pz “ p3, E “ p0. On obtient alors
UÒpHq “ 1?
E `m
¨˚
˚˝ E `m0
pz
px ` ipy
‹˛‹‚, UÓpHq “ 1?E `m
¨˚
˚˝ 0E `m
px ´ ipy
´pz
‹˛‹‚ (2.67)
V ÒpHq “ 1?
E `m
¨˚
˚˝ pzpx ` ipy
E `m
0
‹˛‹‚, V ÓpHq “ 1?E `m
¨˚
˚˝ px ´ ipy´pz
0
E `m
‹˛‹‚ (2.68)
ou` les notations Ò (“up”) et Ó (“down”) se re´fe`rent a` un indice de spin σ e´gal a` `1{2 et ´1{2,
respectivement.
2.2.2 Ope´rateurs de spin et projecteurs
Dans la repre´sentation standard des spineurs de Dirac, les ge´ne´rateurs de SLp2, Cq sont les
matrices σµν “ i
4
rγµ, γνs. Posant t “ p{m, l’ope´rateur de Pauli-Lubanski associe´ a` la 4-impulsion
p s’e´crit donc
Wµ “ 1
2
ǫµαβγ t
α σβγ “ i tν σµν γ5 soit
Wµ “ ´1
4
r γµ , γν s tν γ5 (2.69)
Notons x, y et z les trois 4-vecteurs du genre espace associe´ a` t dans la te´trade r p s et formant avec
t une base d’espace-temps orthonorme´e et d’orientation directe. Les ge´ne´rateurs du petit groupe
de p (ope´rateurs de spin engendrant un groupe de rotations) sont repre´sente´s par les matrices 17
Sx “ ´x ¨W “ 1
2
γpxq γptq γ5, Sy “ ´y ¨W “ 1
2
γpyq γptq γ5,
Sz “ ´z ¨W “ 1
2
γpzq γptq γ5 (2.70)
et, posant Uσ ” Uσpr p sq, Vσ ” Vσpr p sq, S˘ “ Sx ˘ iSy, on a
17. A l’aide de (2.56), montrer que les matrices Sx, Sy et Sz ve´rifient bien les relations de commutation de
l’alge`bre de Lie de SUp2q.
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Sz Uσ “ σ Uσ, Sz Vσ “ σ Vσ
S` UÒ “ 0 , S` UÓ “ UÒ , S` V Ò “ V Ó S` V Ó “ 0 (2.71)
S´ UÒ “ UÓ , S´ UÓ “ 0 , S´ V Ò “ V Ó S´ V Ó “ 0
Ces formules conduisent aussi aux suivantes :
γpzqUÒ,Ó “ ˘V Ò,Ó, γpzqV Ò,Ó “ ¯UÒ,Ó
γpx` iyqUÒ “ 0, γpx` iyqUÓ “ 2V Ò (2.72)
γpx´ iyqUÓ “ 0, γpx´ iyqUÒ “ 2V Ó
En appliquant γpzq ou γpx˘ iyq soit sur les projecteurs soit sur la relation de fermeture de (2.64),
on en de´duit alors :
2mγpzq “ V Ò UÒ ´ V Ó UÓ ` UÒ V Ò ´ UÓ V Ó
2 γpzq γppq “ V Ò UÒ ´ V Ó UÓ ´ UÒ V Ò ` UÓ V Ó
mγpx` iyq “ V Ò UÓ ` UÒ V Ó, 2 γpx` iyq γppq “ V Ò UÓ ´ UÒ V Ó (2.73)
mγpx´ iyq “ V Ó UÒ ` UÓ V Ò, 2 γpx´ iyq γppq “ V Ó UÒ ´ UÓ V Ò
Montrons maintenant comment l’utilisation conjointe des relations (2.71) et (2.64) permet d’ex-
primer simplement certains projecteurs au moyen des matrices γ. En additionnant
S` UÒ U
Ò “ 0 , et S` UÓ UÓ “ UÒ UÓ , on obtient
UÒ U
Ó “ S` pUÒ UÒ ` UÓ UÓq “ S` r γppq `m s
soit, puisque γptq r γppq `m s “ r γppq `m s,
UÒ U
Ó “ 1
2
γ5 γpx` iyq r γppq `m s (2.74)
Suivant un proce´de´ similaire, ou bien en ope´rant la conjugaison hermitique de (2.74), on obtient
UÓ U
Ò “ 1
2
γ5 γpx´ iyq r γppq `m s (2.75)
Comme
2Sz
”
UÒ U
Ò ` UÓUÓ
ı
“ UÒUÒ ´ UÓ UÓ , et UÒ UÒ ` UÓUÓ “ γppq `m
on a
2UÒ,ÓU
Ò,Ó “ r 1˘ 2Sz s r γppq `m s soit au final
UÒ,ÓU
Ò,Ó “ 1
2
r 1˘ γ5 γpzq s r γppq `m s (2.76)
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2.2.3 Spineurs propres de Sz “
ÝÑ
σ ¨
ÝÑ
p {|
ÝÑ
p |
Le lecteur ve´rifiera 18 que les spineurs (2.67) sont vecteurs propres de la projection du vecteur
polarisation (2.69) selon le 4-vecteur z (orthogonal a` p) ayant pour composantes
z0 “ pz
m
, zx “ pzpx
mpE `mq , zy “
pzpy
mpE `mq , zz “ 1`
p2z
mpE `mq (2.77)
et dont la partie spatiale n’est pas coline´aire a`
ÝÑ
p . Pour obtenir une composante de spin Sz
correspondant a` une projection du spin selon
ÝÑ
p , il faut pre´alablement effectuer une rotation
amenant l’axe des z selon la direction de ce 3-vecteur. Notant respectivement θ et ϕ l’angle
orbital et l’angle azimutal de
ÝÑ
p , la matrice 2ˆ 2 repre´sentant cette rotation s’e´crit
Rpθ, ϕq “
¨˚
˝ cos θ2 ´ sin θ2 e´iϕ
sin
θ
2
eiϕ cos
θ
2
‹˛‚“ RzpϕqRypθqR´1z pϕq avec
Rypθq “
¨˚
˝ cos θ2 ´ sin θ2
sin
θ
2
cos
θ
2
‹˛‚, Rzpϕq “ ˆ eiϕ{2 00 e´iϕ{2
˙
(2.78)
Il est facile de ve´rifier que l’on a bien
Rpθ, ϕq τ3R´1pθ, ϕq “ÝÑu ¨ÝÑτ pÝÑu “ÝÑp{p, p “
a
E2 ´m2q
La te´trade correspondante s’e´crit
r p s “ HRpθ, ϕq (2.79)
et conduit a`
z„ppq “ r p s τ3 r p s “ H
ÝÑ
u ¨ÝÑτ H “ÝÑu ¨ÝÑτ H2 “ 1
m
ÝÑ
u ¨ÝÑτ
´
E`ÝÑp ¨ÝÑτ
¯
soit
z„ppq “
1
m
´
p` E ÝÑu ¨ÝÑτ
¯
(2.80)
Le 4-vecteur zppq ainsi obtenu a pour composantes
z0 “ p
m
,
ÝÑ
z “ E
m
ÝÑ
u (2.81)
et sa partie spatiale est coline´aire a`
ÝÑ
p . On a alors
Sz “ 1
2m2
γ5
´
p γ0 ´ E ÝÑu ¨ÝÑγ
¯ ´
E γ0´ÝÑp ¨ÝÑγ
¯
“ 1
2
γ5 γ0
ÝÑ
u ¨ÝÑγ soit
Sz “ 1
2
˜ ÝÑ
u ¨ÝÑτ 02
02
ÝÑ
u ¨ÝÑτ
¸
” 1
2
ÝÑ
p ¨ÝÑτ {p (2.82)
Ce choix de te´trade correspond donc bien a` la projection de spin suivant la direction du 3-vecteurÝÑ
p . D’apre`s la formule ge´ne´rale (2.63), et compte tenu de
18. Par exemple, en calculant H τ3 H.
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ÝÑ
u ¨ÝÑτ Rpθ, ϕq “ Rpθ, ϕq τ3 τ3 χÒ,Ó0 “ ˘χÒ,Ó0 , χÒ0 “
ˆ
1
0
˙
, χ
Ó
0 “
ˆ
0
1
˙
r p s ` r p s:´1 “ `H `H´1˘ Rpθ, ϕq “c 2
m
?
E `mRpθ, ϕq,
r p s ´ r p s:´1 “ `H `H´1˘ Rpθ, ϕq “c 2
m
?
E `m ∆Rpθ, ϕq τ3, avec ∆ “
c
E ´m
E `m
les spineurs propres de type U associe´s sont donne´s par
Uσ “
?
E `m
¨˝ tRpθ, ϕqu¨σ
2 σ∆ tRpθ, ϕqu¨σ
‚˛ (2.83)
Explicitement,
UÒ “ ?E `m
¨˚
˚˚˚˚
˚˝˚
cos
θ
2
sin
θ
2
eiϕ
∆ cos
θ
2
∆ sin
θ
2
eiϕ
‹˛‹‹‹‹‹‹‚
, UÓ “ ?E `m
¨˚
˚˚˚˚
˚˝˚
´ sin θ
2
e´iϕ
cos
θ
2
∆ sin
θ
2
e´iϕ
´∆ cos θ
2
‹˛‹‹‹‹‹‹‚
(2.84)
Ces spineurs admettent des limites finies lorsque m Ñ 0 qui repre´sentent les spineurs d’e´nergie
positive associe´s a` des particules de masse nulle :
U
Ò
0 “
?
E
¨˚
˚˚˚˚
˚˝˚
cos
θ
2
sin
θ
2
eiϕ
cos
θ
2
sin
θ
2
eiϕ
‹˛‹‹‹‹‹‹‚
, U
Ó
0 “
?
E
¨˚
˚˚˚˚
˚˝˚
´ sin θ
2
e´iϕ
cos
θ
2
sin
θ
2
e´iϕ
´ cos θ
2
‹˛‹‹‹‹‹‹‚
(2.85)
Ils correspondent, le premier, UÒ0 , a` une particule (de masse nulle) d’he´licite´ `
1
2
, le second, UÓ0 ,
a` une particule (elle aussi de masse nulle) d’he´licite´ ´1
2
, laquelle particule peut e´ventuellement
eˆtre l’anti-particule de la premie`re. Dans le cas des masses nulles, l’he´licite´ h est un invariant
relativiste caracte´risant la particule conside´re´e et peut eˆtre repre´sente´e 19 par l’ope´rateur
1
2
γ5.
On ve´rifie ici que
γ5 U
Ò
0 “ `UÒ0 , γ5 UÓ0 “ ´UÓ0 (2.86)
19. ITL, Eq. 7.180.
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2.2.4 Expressions “covariantes” des te´trades
Une transformation Λ “ ΛpAq de LÒ` peut eˆtre regarde´e comme celle transformant une base
d’espace-temps T,X, Y, Z en la base t, x, y, z. On de´montre 20 que la matrice A de SLp2, Cq qui
lui correspond (au signe pre`s) peut eˆtre exprime´e sous la forme
A “ 1
2 pTrAq‹
ˆ
t„ rT ´ x„ rX ´ y„ rY ´ z„ rZ
˙
(2.87)
avec |TrA|2 “ TrΛ, et que la matrice A:´1 est donne´e par :
A:´1 “ 1
2 TrA
ˆ rT t„ ´ rX x„ ´ rY y„ ´ rZ z„
˙
(2.88)
En posant TrA “ ρ eiθ avec ρ ą 0 et en utilisant (2.62), on trouve alors l’expressions suivante
pour la repre´sentation LpAq de ΛpAq dans l’espace des spineurs de Dirac 21 :
LpAq “ 1
2 ρ
r cos θ ` i sin θ γ5 s r γptq γpT q ´ γpxq γpXq ´ γpyq γpY q ´ γpzq γpZq s
“ 1
2 ρ
rcos θ ` i sin θ γ5s γµ γν Λµν
(2.89)
Le terme en γ5 de cette expression n’est absent que si TrA est re´el. Comme
2 pTrAq‹ “ ˘
b
4` pTrΛq2 ´ TrpΛ2q ` i ǫµνρσ Λµν Λρσ (2.90)
ceci est re´alise´ pour toute transformation ΛpAq ve´rifiant ǫµνρσ Λµν Λρσ “ 0, c’est-a`-dire, si ladite
transformation est plane. C’est le cas pour une transformation de Lorentz pure qui laisse invariants
les vecteur d’un 2-plan du genre espace, ou encore celui d’une rotation laissant invariants les
vecteurs d’un 2-plan du genre hyperbolique. Dans ce cas, la matrice (2.89) s’e´crit simplement
LpAq “ 1
2TrA
r γptq γpT q ´ γpxq γpXq ´ γpyq γpY q ´ γpzq γpZq s (2.91)
D’apre`s (2.62), on a alors TrLpAq “ 2TrA (car TrA:´1 “ `TrA´1˘‹ “ pTrAq‹ “ TrA) et par
suite 22,23
pTrAq2 “ t ¨ T ´ x ¨X ´ y ¨ Y ´ z ¨ Z (2.92)
① Conside´rons le cas d’une rotation dans le plan pX,Y q pour laquelle t ” T , z ” Z et
x “ cosϕX ` sinϕY , y “ ´ sinϕX ` cosϕY
20. ITL, Eqs. 5.204, 7.23.
21. Voir aussi ITL, §7.3.5.
22. Pour les formules de traces de produits de matrices γ, voir ITL, Section 7.3.
23. Dans la suite, nous faisons le choix TrA ą 0.
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Il vient
γpxq γpXq “ ´ cosϕ` sinϕγpY q γpXq “ ´γpyq γpY q , γptq γpT q “ ´γpzq γpZq “ 1
TrA “
a
2 p1´ x ¨Xq “ 2 cos ϕ
2
d’ou`
LpAq “ RZpϕq “ 1´ γpxq γpXqa
2 p1´ x ¨Xq “ cos
ϕ
2
` sin ϕ
2
γpXq γpY q
“ cos ϕ
2
´ 2i sin ϕ
2
SZpT q
(2.93)
Dans la dernie`re expression, on a fait apparaˆıtre le ge´ne´rateur SZpT q “ i
2
γpXq γpY q de la
rotation 24. Par celle-ci, un spineur UσprT sq de la te´trade rT s associe´e a` T est transforme´ en un
spineur Uσpr t sq de la te´trade r t s “ RZpϕqrT s associe´e a` t, tel que
Uσpr t sq “ RZpϕqUσprT sq “
´
cos
ϕ
2
´ 2iσ sin ϕ
2
¯
UσprT sq “ e´iσϕ UσprT sq (2.94)
② Envisageons ensuite une rotation dans le plan pX,Zq pour laquelle t ” T , y ” Y et
z “ cosϕZ ` sinϕX , x “ ´ sinϕZ ` cosϕX
On a cette fois
LpAq “ RY pϕq “ 1´ γpzq γpZqa
2 p1´ z ¨ Zq “ cos
ϕ
2
` sin ϕ
2
γpZq γpXq (2.95)
“ cos ϕ
2
´ 2i sin ϕ
2
SY pT q
Comme 25
SY pT qUσprT sq “ iσ U´σprT sq (2.96)
il vient
Uσpr t sq “ RY pϕq “ cos ϕ
2
UσprT sq ` 2σ sin ϕ
2
U´σprT sq (2.97)
En particulier, pour ϕ “ π,
Uσpr t sq “ 2σ U´σprT sq “ p´1q 12´σ U´σprT sq (2.98)
ou` ici r t s “ RY pπq rT s.
24. Compte tenu de la relation (2.56) γ5 “ i γpXq γpY q γpZq γpT q et de (2.70), on a γpXq γpY q “ ´i γpZq γpT q γ5.
25. Voir ITL, Eq. 4.35.
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③ Dans le cas d’une transformation de Lorentz pure, pour laquelle x ” X et y ” Y et
t “ coshαT ` sinhαZ , z “ sinhαT ` coshαZ
on a
γptq γpT q “ coshα` sinhαγpZq γpT q “ ´γpzq γpZq , γpxq γpXq “ γpyq γpY q “ ´1
TrA “
a
2 p1` t ¨ T q “ 2 cosh α
2
et par suite,
LpAq “ STÑt “ 1` γptq γpT qa
2 p1` t ¨ T q “ cosh
α
2
` sinh α
2
γpZq γpT q (2.99)
Montrons que, au signe pre`s, la matrice
i
2
γpZq γpT q repre´sente le ge´ne´rateur de cette transfor-
mation. Cette dernie`re laissant X invariant doit appartenir au petit groupe de ce vecteur. Or,
l’ope´rateur de Pauli-Lubanski associe´ a` X est
WµpXq “ 1
2
ǫµαβγ X
α σβγ “ ´1
4
r γµ , γν sXν γ5
et parmi les trois composantes de cet ope´rateur, celle qui pre´serve le vecteur Y est
NY pXq “ ´Y ¨W pXq “ ´1
2
γpXq γpY q γ5 “ i
2
γpZq γpT q
On peut aussi envisager la transformation comme un e´le´ment du petit groupe de Y . Dans ce cas,
on trouve pour ge´ne´rateur NXpY q “ ´NY pXq.
Notant que γpZq γpT q “ 2SZpT q γ5, la matrice (2.99) transforme le spineur UσprT sq en un spineur
Uσpr t sq associe´ a` la te´trade r t s “ rT Ñ t srT s et tel que
Uσpr t sq “ STÑt UσprT sq “ cosh α
2
UσprT sq ` 2σ sinh α
2
VσprT sq (2.100)
2.3 Produits tensoriels de spineurs
Dans leurs mode´lisations de la structure en quarks des hadrons, certains auteurs ont utilise´ des
amplitudes du type Tαβ et TαβUδ, ou` T est un tenseur du deuxie`me ordre suivant des indices de
composantes d’un spineur de Dirac, construit a` partir de produits de matrices de Dirac 26 . Ces
formes tensorielles doivent eˆtre conside´re´es comme composantes d’e´le´ments des espaces EbE et
E bE bE respectivement, E e´tant l’espace vectoriel a` quatre dimensions des spineurs de Dirac.
L’objet de cette section est de montrer, a` l’instar de ce qui a e´te´ fait au paragraphe 3.36 pour les
26. C. H. Llewellyn Smith, Ann. Phys. (N.Y.) 53 (1969) 327 ; V.L. Chernyak, A.R. Zhitnitsky, Phys. Rep. 112
(1984), 173-318 ; C. Carimalo, “On the spinor structure of the Proton wave function”, J.Math.Phys. 34, (1993),
4930-4963 ; LPC-92-24 App. B. ; G. Eichmann, Dissertation, Universite´ de Graz (2009), arXiv:0909.0703 [hep-ph].
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projecteurs de spineurs, comment on peut exprimer ces formes tensorielles au moyen des produits
tensoriels de spineurs constituant des bases de ces espaces.
Pour ce faire, nous ferons appel aux formules suivantes 27 . Introduisons les matrices
C “ i γ2 γ0 “ ´
ˆ
02 C
C 02
˙
et Ωc “ ´γ5 C “ ´C γ5 “
ˆ
C 02
02 C
˙
(2.101)
La matrice Ωc a pour vertu de transformer les matrices γ en leurs transpose´es :
Ωc γµΩ
´1
c “ tγµ, Ω γ5Ω´1c “ tγ5 “ γ5 (2.102)
et est telle que
Ω´1c “ ´Ωc, tΩc “ ´Ωc, Ω‹c “ Ωc, Ωc γ0 “ γ0Ωc (2.103)
Des relations
UÒ “ C tV Ó “ t´ V Ó tC
¯
“ ´ t´ V ÓC
¯
, UÓ “ t´ V ÒC
¯
V Ò “ t´ UÓC
¯
, V Ó “ ´ t´ UÒC
¯
(2.104)
ou` les spineurs conside´re´s ici sont attache´s a` la te´trade r p s d’un 4-vecteur p du genre temps
pointant vers le futur, on de´duit
UÒ “ ´ t´ UÓΩc
¯
, UÓ “ t´ UÒΩc
¯
, V Ò “ t´ V ÓΩc
¯
, V Ó “ ´ t´ V ÒΩc
¯
(2.105)
soit encore UÒα “ ´
´
U
Ó
Ωc
¯
α
, UÓα “
´
U
Ò
Ωc
¯
α
, V Òα “
´
V
Ó
Ωc
¯
α
, V Óα “ ´
´
V
Ò
Ωc
¯
α
2.3.1 Produits tensoriels a` 2 spineurs
Posant W Ò “ V Ó, W Ó “ ´V Ò, conside´rons les trois matrices
Ψp`q “ UÒW Ò “ UÒ V Ó “ ´UÒUÓ γ5 “ ´ 1?
2
rm` γppq s γpep`qq
Ψp´q “ UÓW Ó “ ´UÓ V Ò “ UÓUÒ γ5 “ ´ 1?
2
rm` γppq s γpep´qq
Ψp0q “ 1?
2
”
UÒW
Ó ` UÓW Ò
ı
“ ´ 1?
2
”
UÒ V
Ò ´ UÓ V Ó
ı
“ 1?
2
”
UÒ U
Ò ´ UÓ UÓ
ı
γ5
“ 1?
2
rm` γppq s γpzq (2.106)
ou` ep˘q “ ¯ 1?
2
px ˘ iyq. Il est facile de montrer qu’elles forment une repre´sentation de L¯Ò` de
spin 1. En effet, par transformation de Lorentz, chacune d’elle devient
LpAqrΨppqs “ LpAqΨpA´1pqLpAq´1 (2.107)
27. ITL, §7.4.3.
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ce qui implique notamment que l’action sur ces matrices du repre´sentant de la composante de
spin suivant z est donne´e par 28
SzrΨppqs “ rSz ,Ψppq s (2.108)
Comme Sz Uσ “ σ Uσ et que
W
Ò
Sz “ ´1
2
W
Ò
, W
Ó
Sz “ `1
2
W
Ó
(2.109)
on trouve aise´ment que
SzrΨp`qppqs “ `Ψp`qppq, SzrΨp0qppqs “ 0, SzrΨp´qppqs “ ´Ψp´qppq (2.110)
Les trois matrices en question peuvent ainsi servir de base pour de´crire un syste`me particule-
antiparticule de spin 1. Quant a` la matrice
1?
2
”
UÒW
Ó ´ UÓW Ò
ı
“ 1?
2
rm` γppq s γ5 (2.111)
qui commute avec tous les ope´rateurs de spin Skppq, elle peut repre´senter, du point de vue du
contenu en spin, un syste`me quark-antiquark de spin 0.
De (2.64) et (2.105), on tire les formules suivantes 29.
p1ˆ Ωcqαβ “
1
2m
”´
UÒ U
Ò ` UÓ UÓ ´ V Ò V Ò ´ V Ó V Ó
¯
Ωc
ı
αβ
soit
rΩc sαβ “
1
2m
“
UÒUÓ ´ UÓ UÒ ` V Ò V Ó ´ V Ó V Ò ‰
αβ
(2.112)
Puis, successivement,
r γppqΩc sαβ “
1
2
“
UÒ UÓ ´ UÓ UÒ ´ V Ò V Ó ` V Ó V Ò‰
αβ
r γ5Ωc sαβ “
1
2
“
V Ò UÓ ´ V Ó UÒ ` UÒ V Ó ´ UÓ V Ò‰
αβ
r γ5 γppqΩc sαβ “
1
2
“
V Ò UÓ ´ V Ó UÒ ´ UÒ V Ó ` UÓ V Ò‰
αβ
(2.113)
rpm` γppq qΩcsαβ “
“
UÒ UÓ ´ UÓ UÒ ‰
αβ
Utilisant les formules 30
U
Ò,Ó
γµ U
Ò,Ó “ 2 pµ, UÒ,Óγµ UÓ,Ò “ 0, UÒ,Ó γµ V Ò,Ó “ ˘2mzµ,
U
Ò,Ó
γµ V
Ó,Ò “ ¯m
?
2 ep¯qµ (2.114)
on de´duit ptµ “ pµ{mq
28. Notons ici que la de´finition des composantes de spin via l’ope´rateur de Pauli-Lubanski a pour vertu d’exclure
de cette de´finition toute partie “orbitale” d’un moment cine´tique, confe´rant ainsi au spin une valeur “intrinse`que”.
Ainsi, si l’on cherche a` passer de (2.107) a` (2.108) en conside´rant une transformation de Lorentz infinite´simale,
on ne doit pas tenir compte du terme impliquant les de´rive´es partielles de Ψ par rapport aux composantes de p,
terme dont l’apparition est usuellement attribue´e a` un moment cine´tique “orbital”.
29. Pour la clarte´ des formules, nous ommettons le symbole b des produits tensoriels.
30. Que l’on obtient a` partir des formules du paragraphe 3.36 en calculant des traces, par exemple, U
Ò,Ó
γµ U
Ò,Ó “
TrUÒ,Ó U
Ò,Ó
γµ.
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2mγµ “ tµ
!
UÒ U
Ò ` UÓ UÓ ` V Ò V Ò ` V Ó V Ó
)
`
´zµ
!
UÒ V
Ò ´ UÓ V Ó ` V Ò UÒ ´ V Ó UÓ
)
` (2.115)
`
?
2 ep`qµ
!
V Ó U
Ò ` UÓ V Ò
)
´
?
2 ep´qµ
!
UÒ V
Ó ` V Ò UÓ
)
2m p γµΩc qαβ “ tµ
 
UÒ UÓ ´ UÓ UÒ ´ V Ò V Ó ` V Ó V Ò(
αβ
`
´zµ
 
V Ò UÓ ` V Ó UÒ ´ UÒ V Ó ´ UÓ V Ò(
αβ
` (2.116)
`
?
2 ep`qµ
 
V Ó UÓ ´ UÓ V Ó (
αβ
´
?
2 ep´qµ
 
UÒ V Ò ´ V Ò UÒ (
αβ
γµ U
Ò “ tµ UÒ ´ zµ V Ò `
?
2 ep`qµ V
Ó (2.117)
m
!
γpep`qqΩc
)
αβ
“ ´ 1?
2
 
UÒ V Ò ´ V ÒUÒ(
αβ
m
!
γpep´qqΩc
)
αβ
“ ´ 1?
2
 
UÓ V Ó ´ V ÓUÓ(
αβ
(2.118)
Le de´veloppement (2.115) permet d’obtenir le commutateur :
m r γµ, γν s “ ´ ttµ zν ´ zµ zνu
!
UÒ V
Ò ´ UÓ V Ó ´ V Ò UÒ ` V Ó UÓ
)
`
´
?
2
!
tµ e
p`q
ν ´ tν ep`qµ
)!
V Ó U
Ò ´ UÓ V Ò
)
`
`
?
2
!
tµ e
p´q
ν ´ tν ep´qµ
)!
V Ò U
Ó ´ UÒ V Ó
)
´
?
2
!
zµ e
p`q
ν ´ zν ep`qµ
)!
UÓ U
Ò ´ V Ó V Ò
)
` (2.119)
`
?
2
!
zµ e
p´q
ν ´ zν ep´qµ
)!
V Ò V
Ó ´ UÒ UÓ
)
`
´
!
ep`qµ e
p´q
ν ´ ep`qν ep´qµ
)!
UÒU
Ò ` V Ó V Ó ´ UÓ UÓ ´ V Ò V Ò
)
d’ou`
1
2
r γµ , γν sUÒ “ ttµzν ´ tνzµuV Ò ´
!
ep`qµ e
p´q
ν ´ ep`qν ep´qµ
)
UÒ`
´
?
2
!
tµe
p`q
ν ´ tνep`qµ
)
V Ó ´
?
2
!
zµe
p`q
ν ´ zνep`qµ
)
UÓ (2.120)
et
r γµ , γppq s “ zµ
!
UÒV
Ò ´ UÓV Ó ´ V ÒUÒ ` V ÓUÓ
)
`
`
?
2 ep`qµ
!
V ÓU
Ò ´ UÓV Ò
)
´
?
2 ep´qµ
!
V ÒU
Ó ´ UÒV Ó
)
(2.121)
Toutes ces formules indiquent que, comme il se doit, les e´le´ments d’une quelconque matrice 4ˆ4,
peuvent eˆtre exprime´s au moyen des tenseurs-spineurs de rang deux : UU , UV , V U et V V .
Christian Carimalo 65 Calcul spinoriel
Chapitre 2. Notions et outils de base
2.3.2 Produits tensoriels a` 3 spineurs 31
A partir des formules pre´ce´dentes, il est facile d’e´tablir les suivantes concernant des tenseurs-
spineurs de rang trois.
2m t γµΩc uαβ
 
γµU
Ò(
δ
“  UÒUÓ ´ UÓUÒ ´ V ÒV Ó ` V ÓV Ò(
αβ
U
Ò
δ
´  V ÒUÓ ´ UÓV Ò ´ UÒV Ó ` V ÓUÒ(
αβ
V
Ò
δ ` (2.122)
`2  V ÒUÒ ´ UÒV Ò(
αβ
V
Ó
δ
tσ¯µν pν Ωcuαβ
 
γµ UÒ
(
δ
“  UÒV Ò ` V ÒUÒ(
αβ
V
Ó
δ `
´1
2
 
UÒV Ó ` UÓV Ò ` V ÒUÓ ` V ÓUÒ(
αβ
V
Ò
δ (2.123)
tγ5 σ¯µν pν Ωcuαβ
 
γ5γ
µUÒ
(
δ
“  V ÒV Ò ` UÒUÒ(
αβ
U
Ó
δ`
´1
2
 
UÒUÓ ` UÓUÒ ` V ÒV Ó ` V ÓV Ò(
αβ
U
Ò
δ (2.124)
t γµΩcuαβ
 
σ¯µνp
ν UÒ
(
δ
“  V ÒUÒ ´ UÒV Ò(
αβ
V
Ó
δ `
`1
2
 
UÒV Ó ` UÓV Ò ´ V ÒUÓ ´ V ÓUÒ(
αβ
V
Ò
δ (2.125)
pγ5γµΩcqαβ
 
γ5σ¯µνp
ν UÒ
(
δ
“  UÒUÒ ´ V ÒV Ò(
αβ
U
Ó
δ`
`1
2
 
V ÒV Ó ` V ÓV Ò ´ UÒUÓ ´ UÓUÒ(
αβ
U
Ò
δ (2.126)
´m tσ¯µν Ωcuαβ
 
σ¯µνUÒ
(
δ
“  UÒUÓ ` UÓUÒ ` V ÒV Ó ` V ÓV Ò(
αβ
U
Ò
δ`
`  UÒV Ó ` UÓV Ò ` V ÒUÓ ` V ÓUÒ(
αβ
V
Ò
δ ` (2.127)
´2  UÒUÒ ` V ÒV Ò(
αβ
U
Ó
δ ´ 2
 
V ÒUÒ ` UÒV Ò(
αβ
V
Ó
δ
ou` l’on a pose´ σ¯µν “ rγµ , γνs{2. On peut ainsi exprimer a` l’aide des tenseurs de rang trois
construits a` partir des spineurs U et V toute forme du type pM Ωcqαβ pM 1Uqδ ou` M et M 1 sont
des matrices de la base des 16 matrices de Dirac 1, γ5, γµ, γµ γ5, σµν “ i
4
rγµ, γνs. Il est e´vident
que le nombre de telles formes e´tant limite´ a` 64, elles ne sont pas toutes inde´pendantes. On trouve
par exemple la relation :
tγ5 σ¯µν pµΩcuαβ
 
γ5γ
νUÒ
(
δ
` t σ¯µν pµΩc uαβ
 
γνUÒ
(
δ
“ ´m
2
tσ¯µν Ωc uαβ
 
σ¯µνUÒ
(
δ
(2.128)
Inversement, tout tenseur de rang trois peut eˆtre exprime´ au moyen de telles formes. Par exemple,
le tenseur comple`tement syme´trique
S “ 1?
18
 `
V ÒV Ó ` V ÓV Ò˘UÒ ` `UÒV Ó ` V ÓUÒ˘V Ò`
31. V. Bargmann, E.P. Wigner, Proc. Nat. Acad. Sc. (USA) 34, 211 (1948) ; W. Rarita, J. Schwinger, Phys.
Rev. 60, 61 (1941) ; M. D. Nykerk, “Quantizing spin 3/2 fields”, rapport NIKHEF-95-002 (Jan. 1995) ; I. Lovas,
K. Sailer, W. Greiner, “Generalized Rarita-Schwinger equations”, Heavy Ion Physics 8 (1998) 237-245.
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` `V ÒUÒ ` UÒV Ò˘V Ó ´ 2UÓV ÒV Ò ´ 2V ÒUÓV Ò ´ 2V ÒV ÒUÓ( (2.129)
et le tenseur comple`tement antisyme´trique
A “ 1?
6
 `
UÒV Ó ´ V ÓUÒ˘V Ò ´ `V ÒV Ó ´ V ÓV Ò˘UÒ`
` `V ÒUÒ ´ UÒV Ò˘V Ó( (2.130)
s’expriment aussi comme
Sαβδ “ 2?
3
!
pσ¯µν pν Ωcqαβ
`
γµUÒ
˘
δ
` pγµΩc γ5qαβ
`
γ5 σ¯µν p
νUÒ
˘
δ
)
Aαβδ “ m?
6
!
pγµΩcqαβ
`
γµU
Ò˘
δ
´ pΩcqαβ UÒδ ` pγ5Ωcqαβ
`
γ5U
Ò˘
δ
)
(2.131)
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2.4 Comple´ment I : Amplitudes spinorielles de spin 1 et
4-potentiel 32
Il nous paraˆıt opportun de pre´ciser ici le lien entre la description des e´tats d’une particule de
spin 1 au moyen d’amplitudes spinorielles et celle, plus courante, a` l’aide d’un 4-vecteur, appele´
4-potentiel en Electromagne´tisme, s’agissant dans ce cas du photon.
R Pour commencer, nous supposerons que la particule conside´re´e a une masse m non nulle. Du
point de vue du groupe de Poincare´, les e´tats de cette particule appartiennent a` une repre´sentation
irre´ductible rm, 1, η s de ce groupe (η est la parite´ de la particule). L’e´tat correspondant a` une
4-impulsion donne´e p et a` une valeur propre σ de la composante de spin suivant un 4-vecteur
zppq associe´ a` p dans une te´trade r p s, est note´ | r p s, σ ą, σ pouvant prendre les valeurs ´1, 0
ou 1 (voir Eq. 1.31 et suivantes). L’ensemble des vecteurs | r p s, σ ą pour diffe´rentes valeurs de
p et de σ formant une base de l’espace des e´tats de la particule 33, un e´tat quelconque |φ ą de
celle-ci est comple`tement de´termine´ par la donne´e des amplitudes inde´pendantes :
φσpr p sq “ ă σ, r p s |φ ą (2.132)
Comme signale´ au paragraphe 1.3.1, les e´tats | r p s, σ ą de´pendent du choix de la te´trade r p s. Le
changement de te´trade r p s Ñ r p s1 modifie les amplitudes (2.132) de la fac¸on suivante 34 :
φσ1 pr p s1q “ D1σ1σpr p s1 : r p s:´1qφσpr p sq “ D1σ1σpr p s1´1r p sqφσpr p sq (2.133)
la sommation sur l’indice σ e´tant implicite. On montre que les amplitudes
ϕσppq “ D1σσ1 pr p sqφσ1pr p sq et pϕσppq “ D1σσ1pr p s:´1qφσ1pr p sq (2.134)
(avec sommation sur σ1) sont inde´pendantes du choix de te´trade : ce sont les amplitudes spino-
rielles attache´es a` l’e´tat |φ ą. Les deux types d’amplitudes ne peuvent eˆtre inde´pendants car, la
valeur de p e´tant fixe´e, il ne doit y avoir que 2s ` 1 “ 3 amplitudes inde´pendantes. De fait, les
amplitudes spinorielles sont lie´es entre elles par un syste`me d’e´quations analogue a` l’e´quation de
Dirac :
ϕσppq “ D1σσ1 p t„q pϕσ1 ppq et pϕσppq “ D1σσ1prt qϕσ1 ppq
avec t “ p{m, t„ “ r p s r p s
: “ t0`
ÝÑ
t ¨ ÝÑτ , rt “ t„´1 “ t0 ´ÝÑt ¨ ÝÑτ (2.135)
Par une transformation pa,Aq du groupe de Poincare´ restreint, on a
pa,Aqφσpr p sq “ eia¨p D1σσ1 pr p s´1A rA´1p sqφσ1prA´1p sq
pa,Aqϕσppq “ eia¨p D1σσ1 pAqϕσ1pA´1pq, pa,Aq pϕσppq “ eia¨p D1σσ1pA:´1q pϕσ1pA´1pq (2.136)
Introduisant les vecteurs unicolonnes
ψpr p sq “
¨˝
φ1pr p sq
φ0pr p sq
φ´1pr p sq
‚˛, ϕppq “
¨˝
ϕ1ppq
ϕ0ppq
ϕ´1ppq
‚˛, pϕppq “
¨˝ pϕ1ppqpϕ0ppqpϕ´1ppq ‚˛ (2.137)
32. P. Moussa, R. Stora, loc.cit, p285.
33. Pour simplifier, nous passons ici sous silence l’existence possible d’autres nombres quantiques de´finissant
comple`tement la particule.
34. R “ r p s1 : r p s:´1 e´tant une matrice de rotation du petit groupe de p, on a R “ R:´1 “ r p s1 ´1 r p s.
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les formules (2.133), (2.134), (2.135) et (2.136) peuvent eˆtre re´crites sous forme matricielle :
ψpr p s1q “ D1pr p s1´1r p sqψpr p sq
ϕppq “ D1pr p sqψpr p sq, pϕppq “ D1pr p s:´1qψpr p sq
ϕppq “ D1p t„q pϕppq, pϕppq “ D1prt qϕppq
pa,Aqψpr p sq “ eia¨p D1pr p s´1A rA´1p sqψprA´1p sq
pa,Aqϕppq “ eia¨p D1pAqϕpA´1pq, pa,Aq pϕppq “ eia¨p D1pA:´1q pϕpA´1pq
(2.138)
Donnons ici explicitement l’expression de la matrice D1pMq ou` M est une matrice de SLp2, Cq :
M “
ˆ
α β
γ δ
˙
ÝÑ D1pMq “
¨˝
α2
?
2αβ β2?
2αγ α δ ` β γ ?2β δ
γ2
?
2 γ δ δ2
‚˛ (2.139)
Il est connu que la relation matricielle ψ1 “ D1pMqψ, ou` ψ et ψ1 sont des vecteurs a` trois
composantes et M une matrice 2ˆ 2 inversible, peut eˆtre transcrite en termes de matrices 2ˆ 2.
Repre´sentons en effet ψ et ψ1 par les matrices
Ψ “
ˆ
ψ0 ´
?
2ψ1?
2ψ´1 ´ψ0
˙
, Ψ1 “
ˆ
ψ10 ´
?
2ψ11?
2ψ1´1 ´ψ10
˙
; on a alors
Ψ1 “M ΨM´1
(2.140)
En repre´sentant les vecteurs ψpr p sq, φppq et pϕppq par les matrices
Ψ “
ˆ
φ0 ´
?
2φ1?
2φ´1 ´φ0
˙
,
Φ “
ˆ
ϕ0 ´
?
2ϕ1?
2ϕ´1 ´ϕ0
˙
, pΦ “ ˆ pϕ0 ´?2 pϕ1?
2 pϕ´1 ´pϕ0
˙
,
(2.141)
respectivement, les e´quations (2.133), (2.134), (2.135) et (2.136) prennent la forme 35 :
Ψpr p s1q “ r p s1´1r p sΨpr p sq r p s: r p s1 :´1
Φppq “ r p sΨpr p sq r p s´1, pΦppq “ r p s:´1Ψpr p sq r p s:
Φppq “ t„ pΦppq rt ou Φppq t„ “ t„ pΦppq
pa,AqΨpr p sq “ eia¨p r p s´1A rA´1p s ΨprA´1p sq rA´1p s:A: r p s:´1
pa,AqΦppq “ eia¨p A ΦpA´1pqA´1, pa,Aq pΦppq “ eia¨p A:´1 pΦpA´1pqA:
(2.142)
Les matrices (2.141) peuvent aussi s’e´crire sous forme “carte´sienne” ; on a par exemple
35. A la quatrie`me ligne, on tient compte du fait que RW “ r p s´1A rA´1p s est une matrice de rotation :
R´1
W
“ R:
W
“ rA´1p s: A: r p s:´1.
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Ψ “ V„ “ V
0 `
ÝÑ
V ¨ÝÑτ avec (2.143)
V 0 “ 0, V 1 “ Vx “ ψ´1 ´ ψ1?
2
, V 2 “ Vy “ ´i ψ´1 ` ψ1?
2
, V 3 “ Vz “ ψ0
La premie`re des relations (2.142) montre que la matrice
A„ “ A
0 `
ÝÑ
A ¨ÝÑτ “ r p sΨpr p sq r p s: (2.144)
est manifestement inde´pendante du choix de la te´trade r p s, tandis que la quatrie`me de ces
relations donne sa loi de transformation :
pa,AqA„ppq “ e
ia¨p A A„pA
´1pqA: (2.145)
de laquelle on de´duit que les quatre grandeurs A0, Ak pk “ 1, 2, 3q se transforment bien comme
les composantes contravariantes d’un champ de 4-vecteurs Appq. Notons
ep0qpr p sq ” z, ep˘qpr p sq ” ¯ 1?
2
px˘ iyq (2.146)
la base de tri-vecteurs associe´s a` t “ p{m dans la te´trade r p s. Comme
Ψ “ φ0 τ3 ´
?
2 φ1
1
2
r τ1 ` iτ2 s `
?
2
1
2
φ´1 r τ1 ´ iτ2 s
et que r p s τ3 r p s: “ ep0q„ pr p sq, ¯ r p s
1?
2
rτ1 ˘ iτ2 s r p s: “ ep˘q„ pr p sq,
(2.147)
les composantes covariantes du 4-vecteur A s’expriment donc sous la forme
Aµppq “
ÿ
λ“˘1,0
epλqµ pr p sq φλpr p sq (2.148)
montrant, d’une part, que ce 4-vecteur contient toutes les informations caracte´risant l’e´tat |φ ą
et, d’autre part, qu’il est orthogonal a` p :
pµA
µppq “ 0 (2.149)
C’est le 4-vecteur “4-potentiel” recherche´ dont l’utilisation pour de´crire les e´tats de spin de la
particule de spin 1 est e´quivalente a` celle fournie par les amplitudes spinorielles. A partir de la`,
on peut de´finir les tenseurs antisyme´triques usuels, duaux l’un vis-a`-vis de l’autre et orthogonaux
a` p 36 :
Fµν “ ´i ppµAν ´ pν Aµq , Gµν “ 1
2
ǫµνρσ F
ρσ “ ´i ǫµναβ pαAβ (2.150)
36. A noter que le tenseur Fµνppq “ ´i r pµAν ´ pν Aµs e´quivaut au tenseur Fµν “ BµAν ´ Bν Aµ dans le cas
d’une onde plane Aµpxq “ e´ip¨xAµppq.
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et de plus invariants de jauge, c’est-a`-dire, insensibles a` la transformation de jauge consistant a`
effectuer le changement :
Aµ ÝÑ Aµ ` c pµ (2.151)
c e´tant un nombre quelconque. Dans le cas ou` A est bien orthogonal a` p, on a, inversement,
Aµ “ ´ i
2m2
ǫµναβ p
ν Gαβ (2.152)
et dans ce cas, on a aussi les relations
A„ ppq “ Φppq t„ “ t„ pΦppq (2.153)
Pour achever de montrer l’e´quivalence entre la description des e´tats de la particule au moyen de bi-
spineurs construits au moyen d’amplitudes spinorielles, et celle utilisant un 4-vecteur, conside´rons
le produit scalaire hermitique des tenseurs Faµνppq et Fbµνppq respectivement associe´s aux e´tats
| a ą et | b ą de la particule :
F ‹a µν Fb
µν “ ´G‹aµν Gµνb “ 2m2A‹a ¨Ab “ ´2m2
ÿ
λ
φ‹aλ φbλ
Dans la repre´sentation bi-spinorielle des e´tats de la particule 37, les bi-spineurs a` 6 composantes
Φa “ 1?
2
ˆ
φapφa
˙
et Φa “ 1?
2
ˆ
φbpφb
˙
ont pour produit scalaire invariant 38
Φa Φb “ Φ:a Γ0Φb “
1
2
!
φ:a pφb ` pφ :a φb) “ÿ
λ
φ‹aλ φbλ
On a donc :
1
2m2
F ‹a µν Fb
µν “ A‹a ¨Ab “ ´Φa Φb (2.154)
Il reste enfin a` conside´rer le cas ou` l’e´tat de la particule est lui-meˆme un e´tat | r p s, σ ą, pour
lequel les amplitudes spinorielles contiennent une distribution de Dirac, puisqu’alors
φσ1pr p1 sq “ ă σ1, r p1 s | r p s, σ ą “ p2πq2 2 p0 δp
ÝÑ
p1 ´ ÝÑp q δσ,σ1
Dans ce cas, en extrayant la distribution de Dirac et d’autres facteurs, on voit que le 4-vecteur
(2.148) correspondant est simplement e´gal au 4-vecteur de polarisation epσqpr p sq.
R Passons ensuite au cas d’une particule vectorielle de masse nulle, comme le photon. Du
point de vue du groupe de Poincare´ restreint, les e´tats d’une telle particule n’appartiennent
qu’a` une seule des deux repre´sentations irre´ductibles, donc inde´pendantes, rm “ 0, λ “ `1 s et
37. ITL, Chap. 6.
38. Γ0 “
ˆ
0 13
13 0
˙
ou` 13 est la matrice 3ˆ 3 unite´.
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rm “ 0, λ “ ´1 s ou` λ, l’e´quivalent d’une projection de spin et appele´ ici he´licite´ de la particule,
ne prend pour chacune qu’une seule valeur, invariante relativiste. Cependant, l’ope´ration de
parite´ changeant le signe de λ, une repre´sentation irre´ductible du groupe de Poincare´ complet
(comprenant les syme´tries parite´, renversement du sens du temps et re´flexion totale) doit eˆtre
constitue´e par leur somme directe. C’est pourquoi le photon, pour lequel l’ope´ration de parite´
est une syme´trie, posse`de deux e´tats d’he´licite´s λ “ ´1 et λ “ `1 oppose´es. Dans ce qui suit,
nous noterons ℓ la 4-impulsion de la particule, avec ici ℓ2 “ 0. Pour un e´tat quelconque |φ ą, il
n’existe donc que deux amplitudes (2.132) :
φ1pr ℓ sq “ ă `1, r ℓ s |φ ą et φ´1pr ℓ sq “ ă ´1, r ℓ s |φ ą (2.155)
dont la de´pendance vis-a`-vis du choix de la te´trade r ℓ s est re´ve´le´e par
φλpr ℓ s1q “ D1λλpr ℓ s1´1 r ℓ sqφλpr ℓ sq (2.156)
Les amplitudes spinorielles, inde´pendantes de ce choix, sont de deux types et de´finies par
ϕ`σ pℓq “ D1σ,`1pr ℓ sqφ1pr ℓ sq et ϕ´σ pℓq “ D1σ,´1pr ℓ s:´1qφ´1pr ℓ sq (2.157)
avec σ “ ´1, 0 ou `1. Elles ve´rifient les e´quations
D1p ℓ„qϕ
`pℓq “ 0 , D1p rℓ qϕ´pℓq “ 0 (2.158)
Toutes ces amplitudes ont pour lois de transformation
pa,Aqφλpr ℓ sq “ eia¨ℓ D1λλpr ℓ s´1A rA´1ℓ sqφλprA´1ℓ sq
pa,Aqϕ`σ pℓq “ eia¨ℓ D1σσ1 pAqϕ`σ1 pA´1ℓq , pa,Aqϕ´σ pℓq “ eia¨ℓ D1σσ1pA:´1qϕ´σ1 pA´1ℓq
(2.159)
(avec sommation sur σ1).
Rappelons ici que le petit groupe d’un 4-vecteur du genre lumie`re ℓ n’est plus SUp2q mais un
groupe isomorphe au groupe des de´placements dans un 2-plan euclidien, P p2q. Agissant sur les
4-vecteurs, il comprend un sous-groupe abe´lien de rotations dans un 2-plan px, yq orthogonal a` ℓ
et un autre sous-groupe abe´lien translatant paralle`lement a` ℓ les 4-vecteurs de ce plan (groupe
de jauge de ℓ). Les matrices de SLp2, Cq appartenant au petit groupe du 4-vecteur isotrope de
re´fe´rence
˝
ℓ “ κp1, 0, 0, 1q sont de la forme indique´e par la formule (2.35) :
Mpζ, θq “
ˆ
e´iθ{2 ζ eiθ{2
0 eiθ{2
˙
ζ e´tant un nombre complexe quelconque. Puisque r ℓ s1´1 r ℓ s appartient a` ce petit groupe, on
a notamment DjmmpMpζ, θqq “ e´imθ. En se reportant a` (2.156), on voit qu’un changement de
te´trade provoque un simple changement de phase des amplitudes (2.155).
A l’e´vidence, l’e´quivalent pour masse nulle du 4-vecteur (2.148) doit eˆtre le suivant :
Aµpℓq “ ep`qµ pr ℓ sq φ1pr ℓ sq ` ep´qµ pr ℓ sq φ´1pr ℓ sq (2.160)
qui est manifestement orthogonal a` ℓ. Examinons tout d’abord sa de´pendance vis-a`-vis du choix
de te´trade. De´finissons
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Ψpr ℓ sq “
ˆ
0 ´?2φ1pr ℓ sq?
2φ´1pr ℓ sq 0
˙
(2.161)
Compte tenu de ce que
e„
p`qpr ℓ sq “ ´ 1?
2
r ℓ s pτ1 ` iτ2q r ℓ s: “ ´
?
2 r ℓ s
ˆ
0 1
0 0
˙
r ℓ s:
e„
p´qpr ℓ sq “ 1?
2
r ℓ s pτ1 ´ iτ2q r ℓ s: “
?
2 r ℓ s
ˆ
0 0
1 0
˙
r ℓ s:
(2.162)
la transcription de (2.160) en matrices 2ˆ 2 est
A„pℓq “ r ℓ sΨpr ℓ sq r ℓ s
: (2.163)
Posons alors
M “ r ℓ s1´1 r ℓ s “
ˆ
α β
0 δ
˙
avec α “ e´iθ{2 “ δ‹, β “ ζ δ (2.164)
et calculons :
M Ψpr ℓ sqM : “
?
2
`´α2 ζ‹ φ1 ` ζ δ2 φ´1˘ ˆ 1 00 0
˙
`
ˆ
0 ´α2?2φ1
δ2
?
2φ´1 0
˙
Or, d’une part, d’apre`s (2.156), on a φ1pr ℓ s1q “ α2 φ1pr ℓ sq, φ´1pr ℓ s1q “ δ2 φ´1pr ℓ sq ; d’autre
part 39, ˆ
1 0
0 0
˙
“ 1
2κ
˝
ℓ„
En posant ξ “ pζ‹ φ1pr ℓ s1q ´ ζ φ´1pr ℓ s1q{p2κq, on obtient ainsi
M Ψpr ℓ sqM : “ ´ξ ˝ℓ„ ` Ψpr ℓ s
1q
et finalement
A„pr ℓ s
1q “ A„pr ℓ sq ` ξ ℓ„ (2.165)
Ainsi, le changement de te´trade provoque une translation du vecteur A paralle`lement a` ℓ. Ce
re´sultat n’est pas surprenant, compte tenu des proprie´te´s du petit groupe de ℓ rappele´es plus
haut. On peut de´finir un 4-potentiel inde´pendant de la te´trade en lui imposant de rester dans le
2-plan engendre´ par les 4-vecteurs ep`q et ep´q. Comme il est de´ja` orthogonal a` ℓ, cela e´quivaut
a` lui imposer la condition subsidiaire
A ¨ t “ 0 (2.166)
39. La te´trade r ℓ s est telle que r ℓ s r ℓ s: “ t„, r ℓ s τ3 r ℓ s
: “ z„, ℓ “ κpt` zq, κ “ ℓ ¨ t.
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Les changements de te´trade reviennent alors a` de simples rotations dans le 2-plan orthogonal a` ℓ
et t (qui est aussi celui orthogonal a` t et z), ce qui e´quivaut aussi a` poser ζ “ 0 dans la matrice
correspondante (2.4). Dans cette transformation, le 4-vecteur epλq subit un changement de phase
oppose´ a` celui de l’amplitude φλ a` laquelle il est associe´, laissant ainsi le 4-vecteur A inchange´.
La loi de transformation (2.159) fait intervenir la matrice N “ r ℓ s´1A rA´1ℓ s qui elle aussi
appartient au petit groupe de
˝
ℓ. En conse´quence, la transformation correspondante du 4-vecteur
(2.160) provoque encore une translation paralle`lement a` ℓ. Le lecteur ve´rifiera que l’on a
pa,AqA„pr ℓ sq “ e
ia¨ℓ A A„prA
´1ℓ sqA: ` η ℓ„
e
p`q
µ prAℓ sq “ ΛνµpAq
”
eiθ e
p`q
ν pr ℓ sq ` ζ‹ ℓν
ı
,
e
p´q
µ prAℓ sq “ ΛνµpAq
”
e´iθ ep´qν pr ℓ sq ` ζ ℓν
ı
(2.167)
Ici encore, si l’on se restreint aux 4-vecteurs A ve´rifiant la condition subsidiaire (2.166), on trouve
pour ceux-ci la loi de transformation usuelle des 4-vecteurs :
pa,AqA„pr ℓ sq “ e
ia¨ℓ AA„prA
´1ℓ sqA: (2.168)
Dans le cas de la masse nulle, on introduit aussi des tenseurs antisyme´triques et invariants de
jauge similaires a` ceux de´finis en (2.150) ou` ℓ prend la place de p. Cependant, lorsqu’on veut
re´exprimer de fac¸on unique le 4-vecteur A qui y apparaˆıt en fonction du tenseur Gµν , il ne suffit
plus ici d’imposer que A soit orthogonal a` ℓ. En effet, comme ℓ est isotrope, la transformation de
jauge A1 “ A` ξ ℓ conduit a` un nouveau 4-vecteur A1 admissible, puisque ℓ ¨A1 “ ℓ ¨A “ 0. Une
condition supple´mentaire doit donc eˆtre introduite. Si l’on adopte (2.166), on obtient alors 40
Aα “ i
2κ
ǫαβµν t
β Gµν (2.169)
La transcription des formules (2.157) et (2.158) s’effectue comme suit. Posons
r ℓ s “
ˆ
a b
c d
˙
,
K` “ 1
2
p1` τ3q “
ˆ
1 0
0 0
˙
, K´ “ 1
2
p1´ τ3q “
ˆ
0 0
0 1
˙ (2.170)
D’apre`s (2.157), on a
ϕ`1 “ a2 φ1, ϕ`0 “
?
2 a c φ1, ϕ
`
´1 “ c2 φ1
ϕ´1 “ rc‹s2 φ´1, ϕ´0 “ ´
?
2 a‹ c‹ φ´1, ϕ`´1 “ ra‹s2 φ´1
ce qui se traduit par les matrices
Φ`pℓq “
ˆ
ϕ`0 ´
?
2ϕ`1?
2ϕ`´1 ´ϕ`0
˙
“ r ℓ sK`ΨK´ r ℓ s´1
Φ´pℓq “
ˆ
ϕ´0 ´
?
2ϕ´1?
2ϕ´´1 ´ϕ´0
˙
“ r ℓ s:´1K´ΨK` r ℓ s:
(2.171)
40. Fµν “ ´1
2
ǫµνρσ G
ρσ.
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Posant M “ r ℓ s1´1 r ℓ s, on trouve
M K`Ψpr ℓ sqK´M´1 “ K`Ψpr ℓ s1qK´, M :´1K´Ψpr ℓ sqK`M : “ K´Ψpr ℓ s1qK`
d’ou` l’on de´duit que les deux matrices Φ`pℓq et Φ´pℓq sont bien inde´pendantes du choix de la
te´trade associe´e a` ℓ. Par une transformation de Poincare´ pa,Aq, elles deviennent 41
pa,AqΦ`pℓq “ eia¨ℓ AΦ`pA´1ℓqA´1
pa,AqΦ´pℓq “ eia¨ℓ A:´1Φ´pA´1ℓqA:
(2.172)
En outre, comme
r ℓ sK` r ℓ s: “ 1
2κ
ℓ„ soit r ℓ s
´1 ℓ„ “ 2κr ℓ sK` ou ℓ„ r ℓ s
:´1 “ 2κ r ℓ sK`
et K`K´ “ K´K` “ 0
lesdites matrices satisfont les e´quations
Φ`pℓq ℓ„ “ ℓ„ Φ
´pℓq “ 0 (2.173)
traduisant en termes de matrices les e´quations de Dirac (2.158) ; de plus, comme
r ℓ sK` “ 1
2κ
ℓ„ r ℓ s
:´1 ou K` rℓ s: “ 1
2κ
r ℓ s´1 ℓ„ et que rℓ ℓ„ “ ℓ„ rℓ “ ℓ2 “ 0
elles ve´rifient aussi
rℓ Φ`pℓq “ Φ´pℓq rℓ “ 0 (2.174)
R Rappelons enfin que dans les deux cas, masse non nulle et masse nulle, pour un observateur
donne´ auquel est attache´ une base d’espace-temps pn0, n1, n2, n3q, le tenseur Fµν est de´composable
en une partie “e´lectrique” et une partie “magne´tique”, e´gales respectivement a` n0^E et ‹pn0^Bq,
les 4-vecteurs “e´lectrique” E et “magne´tique” B e´tant donne´s par 42
Eµ “ ´Fµν nν0 , Bµ “
1
2
ǫµνρσ n
ν
0 F
ρσ “ Gµν nν0 (2.175)
2.4.1 Lien avec la repre´sentation Dp1
2
, 1
2
q du groupe SLp2, Cq 43
Du point de vue du groupe des rotations, la repre´sentationDp1
2
, 1
2
q de SLp2, Cq est de´composable
en une repre´sentation scalaire (spin 0) et une repre´sentation vectorielle (spin 1), l’ensemble for-
mant un 4-vecteur. Pour cette raison, elle est couramment conside´re´e comme la repre´sentation
4-vectorielle par excellence de SLp2, Cq. On peut l’obtenir en effectuant le produit tensoriel de
41. Le ve´rifier.
42. ITL, §3.3.2.
43. ITL, §5.5.1
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la repre´sentation fondamentale Dp1
2
, 0q de SLp2, Cq avec sa contragre´diente Dp0, 1
2
q, ou encore,
avec sa repre´sentation conjugue´e, e´quivalente a` la contragre´diente. Conside´rons donc les produits
tensoriels
Ψa
9b “ ua v 9b (2.176)
des composantes contravariantes d’un spineur u d’ordre 1 de la repre´sentation fondamentale (a` 2
composantes avec indices non pointe´s) et d’un spineur v‹ d’ordre 1 de la repre´sentation conjugue´e
(lui aussi a` 2 composantes, mais avec indices pointe´s), de´finissant les quatre composantes d’un
tenseur mixte Ψ d’ordre 2 ayant un indice non pointe´ et un indice pointe´. Si on l’e´crit sous forme
matricielle :
Ψ ”
˜
u1 v
91 u1 v
92
u2 v
91 u2 v
92
¸
(2.177)
sa loi de transformation par une matrice A de SLp2, Cq est
AΨ “ AΨA: (2.178)
Cette matrice Ψ peut eˆtre mise en relation biunivoque avec un 4-vecteur V (de composantes a
priori complexes) au moyen de la formule
Ψ “ V„ “ V
0 `
ÝÑ
V ¨ ÝÑτ avec
V 0 “ 1
2
TrΨ “ 1
2
pu1 v 91 ` u2 v 92q , V 3 “ 1
2
TrΨ τ3 “ 1
2
pu1 v 91 ´ u2 v 92q
V 1 “ 1
2
TrΨ τ1 “ 1
2
pu1 v 92 ` u2 v 91q , V 2 “ 1
2
TrΨ τ2 “ i
2
pu1 v 92 ´ u2 v 91q
(2.179)
et ce 4-vecteur V a pour proprie´te´ d’eˆtre du genre lumie`re. On ve´rifie que sa loi de transformation
est bien celle d’un 4-vecteur, puisque
AV µ “ 1
2
Tr τµAΨA
: “ V ν 1
2
Tr τµAτν A
: ” Λµν V ν
ou` les grandeurs Λµν sont les e´le´ments de matrice de la transformation de Lorentz Λ associe´e a` A.
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2.5 Comple´ment II : Symboles de Levi-Civita 44
Le symbole de Levi-Civita d’ordre N , note´ ǫr1r2¨¨¨rN , encore appele´ symbole indicateur de volume
de Kronecker, ou encore tenseur dualiseur, est donne´ par le de´terminant
ǫr1r2¨¨¨rN “
δr1,1 δr1,2 ¨ ¨ ¨ δr1,N´1 δr1,N
δr2,1 δr2,2 ¨ ¨ ¨ δr2,N´1 δr2,N
. . ¨ ¨ ¨ . .
. . ¨ ¨ ¨ . .
δrN´1,1 δrN´1,2 ¨ ¨ ¨ δrN´1,N´1 δrN´1,N
δrN ,1 δrN ,2 ¨ ¨ ¨ δrN ,N´1 δrN ,N
(2.180)
δa,b e´tant le symbole de Kronecker. Ledit symbole est comple`tement antisyme´trique suivant ses
N indices r1, ¨ ¨ ¨ , rN , chacun courant de 1 a` N , et tel que
ǫ12¨¨¨N “ 1 (2.181)
Il peut aussi s’e´crire comme
ǫr1r2¨¨¨rN “
ź
1ďiďjďN
sgnprj ´ riq “ σpP q (2.182)
ou` sgnpa ´ bq le signe de la diffe´rence a ´ b, pris e´gal a` 0 si a “ b et σpP q la signature de la
permutation r1, 2, ¨ ¨ ¨ , N s ÝÑ rr1, r2, ¨ ¨ ¨ rN s (soit p´1qp ou` p est la parite´ de la permutation). Par
permutation de ses colonnes, le de´terminant (2.180) se voit multiplie´ par la signature de cette
permutation, et il est donc e´vident que l’on peut e´crire
δr1,s1 δr1,s2 ¨ ¨ ¨ δr1,sN´1 δr1,sN
δr2,s1 δr2,s2 ¨ ¨ ¨ δr2,sN´1 δr2,sN
. . ¨ ¨ ¨ . .
. . ¨ ¨ ¨ . .
δrN´1,s1 δrN´1,s2 ¨ ¨ ¨ δrN´1,sN´1 δrN´1,sN
δrN ,s1 δrN ,s2 ¨ ¨ ¨ δrN ,sN´1 δrN ,sN
“ ǫr1r2¨¨¨rN ǫs1s2¨¨¨sN (2.183)
Le symbole de Levi-Civita intervient notamment dans l’expression du de´terminant d’une matrice
A (N ˆ N). On a les formules suivantes, utilisant la convention de sommation d’Einstein avec
des indices re´pe´te´s courant chacun de 1 a` N .
detA “ ǫr1r2¨¨¨rN Ar11 Ar22 ¨ ¨ ¨ArNN
detA “ 1
N !
ǫr1r2¨¨¨rN ǫs1s2¨¨¨sN A
r1
s1
Ar2s2 ¨ ¨ ¨ArNsN
detA ǫs1s2¨¨¨sN “ ǫr1r2¨¨¨rN Ar1s1 Ar2s2 ¨ ¨ ¨ArNsN
(2.184)
Du point de vue des transformations du groupe GLpN,Cq agissant sur un espace vectoriel com-
plexe EN de dimension N , le symbole de Levi-Civita repre´sente un tenseur d’ordre N . La dernie`re
formule dans (2.184) montre que sous l’effet d’une transformation de ce groupe repre´sente´e par
la matrice A, ce tenseur est simplement multiplie´ par le de´terminant de la matrice et reste meˆme
44. G. Ricci-Curbastro et T. Levi-Civita, “ Me´thodes de calcul diffe´rentiel absolu et leurs applications”, Mathe-
matische Annalen, Springer Verlag, vol. 54, no 1-2, mars 1900, p. 125-201.
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invariant si detA “ 1, c’est-a`-dire, s’il s’agit d’une transformation du sous-groupe SLpN,Cq. En
fait, il est facile de montrer qu’a` un facteur pre`s, le tenseur de Levi-Civita est le seul tenseur
d’ordre N comple`tement antisyme´trique 45.
De´veloppons le de´terminant (2.183) suivant les e´le´ments de sa premie`re colonne, tout en exprimant
le re´sultat a` l’aide des symboles de Levi-Civita d’ordre N ´ 1 :
ǫr1r2¨¨¨rN ǫs1s2¨¨¨sN “
“
δr1s1 ǫr2r3¨¨¨rN ´ δr2s1 ǫr1r3¨¨¨rN ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qN´1 δrNs1 ǫr1r2¨¨¨rN´1
‰
ǫs2s3¨¨¨sN
Choisissons les indices sk tous diffe´rents, auquel cas ǫs1s2¨¨¨sN et ǫs2s3¨¨¨sN sont diffe´rents de ze´ro,
mais prenons tous les indices rk dans une suite de N ´ 1 valeurs diffe´rentes. Le symbole d’ordre
N ǫr1r2¨¨¨rN est alors nul car deux de ses indices sont certainement identiques. On en de´duit la
relation suivante entre symboles de Levi-Civita d’ordre N ´ 1 :
δr1s1 ǫr2r3¨¨¨rN ´ δr2s1 ǫr1r3¨¨¨rN ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qN´1 δrNs1 ǫr1r2¨¨¨rN´1 “ 0 (2.185)
Voici quelques autres formules ge´ne´rales :
Nÿ
r1r2¨¨¨rN“1
ǫr1r2¨¨¨rN ǫr1r2¨¨¨rN “ N ! (2.186)
Nÿ
r1r2¨¨¨rk“1
ǫr1r2¨¨¨rkrk`1¨¨¨rN ǫr1r2¨¨¨rksk`1¨¨¨sN “ k ! pN ´ kq ! δ sk`1¨¨¨sNrk`1¨¨¨rN (2.187)
ou` δ
j1¨¨¨jq
i1¨¨¨iq est un symbole de Kronecker ge´ne´ralise´ d’ordre q donne´ par
46
δ
j1¨¨¨jq
i1¨¨¨iq “
ÿ
P
σpP q δjP p1qi1 δ
jP p2q
i2
¨ ¨ ¨ δjP pqqiq “
δ
j1
i1
δ
j1
i2
¨ ¨ ¨ δj1iq´1 δj1iq
δ
j2
i1
δ
j2
i2
¨ ¨ ¨ δj2iq´1 δj2iq
. . ¨ ¨ ¨ . .
. . ¨ ¨ ¨ . .
δ
jq´1
i1
δ
jq´1
i2
¨ ¨ ¨ δjq´1iq´1 δ
jq´1
iq
δ
jq
i1
δ
jq
i2
¨ ¨ ¨ δjqiq´1 δ
jq
iq
(2.188)
P e´tant une permutation de q e´le´ments et σpP q sa signature. Ci-apre`s, nous conside´rons plus
particulie`rement les cas N “ 3 et N “ 4.
➀ Cas de 3 dimensions euclidiennes
Comme on sait, le symbole de Levi-Civita d’ordre 3 peut s’exprimer simplement a` partir d’un
produit mixte. Dans une base orthonorme´e
!ÝÑ
ea ,
ÝÑ
eb ,
ÝÑ
ec
)
, on a en effet
ǫabc “ÝÑea ¨
´ÝÑ
eb ^ ÝÑec
¯
“ ˘1 (2.189)
Cette forme met clairement en e´vidence l’invariance du tenseur tǫabcu vis-a`-vis du groupe des
rotations SOp3q : c’est une grandeur scalaire vis-a`-vis de ce groupe. Comme on sait, le qualificatif
45. Voir H. Bacry, loc. cit. Chap. 4.
46. Ici, on ne fait aucune distinction entre les symboles δab et δ
b
a.
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de pseudo-scalaire qui lui est attribue´ vient de son comportement dans l’ope´ration de parite´. Sous
celle-ci, un vecteur ordinaire se voit changer de sens 47. Les vecteurs de base e´tant suppose´s se
comporter de cette fac¸on, leur produit mixte ǫabc change de signe dans l’ope´ration, alors qu’un
“vrai scalaire” (tel le produit scalaire de deux vrais vecteurs) ne change pas de signe.
La me´trique euclidienne utilise´e dans ce cas permet d’identifier les composantes contravariantes
aux composantes covariantes : ǫabc “ ǫabc. Dans les formules suivantes on utilise la convention de
sommation d’Einstein.
ǫabc ǫαβγ “ δaα δbβ δcγ ` δaβ δbγ δcα ` δaγ δbα δcβ
´δaα δbγ δcβ ´ δaγ δbβ δcα ´ δaβ δbα δcγ
ǫabs ǫ
cαs ` ǫbcs ǫaαs ` ǫcas ǫbαs “ 0
δra ǫbcd ´ δrb ǫacd ` δrc ǫabd ´ δrd ǫabc “ 0
ǫabc ǫ
aβγ “ δβb δγc ´ δγb δβc , ǫabc ǫabγ “ 2 δγc , ǫabc ǫabc “ 6
(2.190)
➁ Cas des 4 dimensions d’espace-temps
On sait que dans ce cas, la me´trique pseudo-euclidienne de signature p` ´ ´´q est utilise´e
pour passer des composantes contravariantes de tenseurs a` leurs composantes covariantes (ex. :
Tµν “ gµα gνβ Tαβ) et l’on a
ǫµνρσ “ ´ ǫµνρσ, ǫ0123 “ 1 “ ´ ǫ0123 (2.191)
Des proprie´te´s ge´ne´rales mentionne´es plus haut, on de´duit les formules suivantes
ǫµνρσ ǫ
αβγσ “ ´ “ δαµ δβν δγρ ` δαν δβρ δγµ ` δαρ δβµ δγν ´ δαµ δβρ δγν ´ δαν δβµ δγρ ´ δαρ δβν δγµ ‰
ǫµνρσ ǫ
αβρσ “ ´2 “ δαµ δβν ´ δαν δβµ ‰
ǫµνρσ ǫ
ανρσ “ ´6 δαµ , ǫµνρσ ǫµνρσ “ ´24
(2.192)
ǫνρσλ gµω ´ ǫµρσλ gνω ` ǫµνσλ gρω ´ ǫµνρλ gσω ` ǫµνρσ gλω “ 0 (2.193)
La dernie`re relation (2.193), directement de´duite de (2.185), se retrouve notamment dans le calcul
de la trace d’un produit de matrices de Dirac 48.
47. Et pour cette raison est aussi appele´ vecteur vrai ou encore vecteur polaire.
48. ITL, Eq. 7.56.
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2.6 Comple´ment III : De´veloppement multipolaire d’une
matrice densite´ de spin 49
2.6.1 Pre´liminaires
➀ Tout espace vectoriel complexe E de dimension N peut eˆtre envisage´ comme un espace de
repre´sentation irre´ductible Dj du groupe des rotations, ou plus pre´cise´ment du groupe SUp2q,
correspondant a` une valeur du spin e´gale a` j “ pN ´ 1q{2. Dans la base canonique de E , la
matrice correspondant a` la composante J3 du spin suivant un axe de re´fe´rence z n’est pas difficile
a` contruire : il s’agira de la matrice diagonale dont les e´le´ments sont, dans l’ordre, ´j,´j`1,´j`
2, ¨ ¨ ¨ , j´1, j. Chaque e´le´ment de la base canonique sera ainsi conside´re´ comme un vecteur propre
de J3, ayant pour valeur propre m avec ´j ď m ď j, et pour cette raison, sera note´ | j,m ą.
La construction des matrices J1 et J2 correspondant aux composantes du spin suivant les deux
autres axes x et y, formant avec z un repe`re carte´sien, ne pose pas plus de difficulte´, car on
connait parfaitement les actions des matrices J˘ “ J1 ˘ i J2 sur les vecteurs propres de J3 :
J˘ | j,m ą “
a
jpj ` 1q ´mpm˘ 1q | j,m˘ 1 ą (2.194)
On obtient ainsi 3 matrices J1, J2 et J3, hermitiques, de traces nulles, qui satisfont clairement
les relations usuelles de l’alge`bre de Lie su(2). On a notamment
r J3 , J˘ s “ ˘ J˘,
ÝÑ
J
2
“ J21 ` J22 ` J23 “ jpj ` 1q (2.195)
Par l’ope´ration J 1k “ U Jk U :, une matrice unitaire quelconque U transforme J1, J2 et J3 en
J 11, J
1
2 et J
1
3 respectivement. Ces nouvelles matrices sont e´galement hermitiques, de trace nulle,
posse`dent vis-a`-vis de su(2) les meˆmes proprie´te´s que les pre´ce´dentes, mais J 13 peut ne plus eˆtre
diagonal dans la base canonique. Re´ciproquement, deux triplets J1, J2, J3 et J
1
1, J
1
2, J
1
3 ve´rifiant
les relations de commutation de su(2) et J21 ` J22 ` J23 “ jpj ` 1q sont ne´cessairement relie´s par
une matrice unitaire 50.
➁ Suivant la base des | j,m ą, une matrice N ˆ N quelconque Q peut de fac¸on e´vidente eˆtre
de´veloppe´e comme suit :
Q “
m“`jÿ
m“´j
m1“`jÿ
m1“´j
| j,m ą Qmm1 ă m1, j | avec Qmm1 “ ă m, j |Q | j,m1 ą (2.196)
Soit alors UpRq la matrice unitaire repre´sentant dans E la rotation R d’angle θ effectue´e autour
d’un axe de vecteur unitaire
ÝÑ
n dans l’espace tri-dimensionnel. Elle s’e´crit
UpRq “ exp
”
´i θ ÝÑn ¨
ÝÑ
J
ı
et son action sur sur les vecteurs | j,m ą ainsi que sur les matrices N ˆN est donne´e par 51
UpRq | j,m ą “
m1“`jÿ
m1“´j
Djm1mpRq | j,m1 ą et
49. Ugo Fano : “Description of States in Quantum Mechanics by Density Matrix and Operators Techniques”,
Rev. Mod. Phys. 29 (1957) 74.
50. Etablir cette re´ciproque. A noter aussi que pour SUp2q, toute repre´sentation est e´quivalente a` sa
contragre´diente ainsi qu’a` sa conjugue´e.
51. L’expression de DjpRq peut eˆtre trouve´e dans ITL, chapitre 4, Eq. 4.66.
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Q1 “ UpRqQU :pRq “
ÿ
m1,m
1
1
ÿ
m2,m
1
2
Dj
m1m
1
1
pRq
”
Dj
m2m
1
2
pRq
ı‹
Qm1m2 | j,m11 ąă m12, j | (2.197)
soit Q1m1
1
m1
2
“ ă m11, j |Q1 | j,m12 ą “
ÿ
m1
ÿ
m2
Dj
m1m
1
1
pRq
”
Dj
m2m
1
2
pRq
ı‹
Qm1m2
La dernie`re relation met en e´vidence le fait que l’espace E‹ des matrices complexes N ˆN peut
lui meˆme eˆtre envisage´ comme un espace de repre´sentation de SUp2q, construit comme produit
tensoriel de la repre´sentationDj et de sa repre´sentation conjugue´e Dj‹ (ou de sa contragre´diente,
e´quivalente a` cette dernie`re 52). Un tel produit tensoriel est re´ductible par rapport a` SUp2q selon
le sche´ma bien connu
L“2j
Dj b Dj‹ “ ‘ DL
L“0
(2.198)
On est ainsi conduit a` envisager une matrice NˆN quelconque Q comme une somme de matrices
QL, L courant de 0 a` 2j, QL e´tant associe´e a` la repre´sentation irre´ductible DL de SUp2q :
Q “
L“2jÿ
L“0
QL (2.199)
somme auquel on donne le nom de de´veloppement multipolaire de la matrice Q.
➂ Une matrice complexe quelconque N ˆ N est de´finie par N2 nombres complexes a priori
inde´pendants. Si la trace de la matrice est nulle, seuls N2 ´ 1 de ces nombres restent a priori
inde´pendants. De cette constatation on de´duit qu’une base de l’espace E‹ des matrices complexes
NˆN peut eˆtre construite au moyen de N2´1 matrices inde´pendantes, ayant chacune une trace
nulle, auxquelles on adjoint la matrice identite´. Dans la suite, nous montrons comment on peut
construire une telle base de matrices tout en se conformant a` la de´composition (2.198).
2.6.2 De´veloppement multipolaire d’une matrice N ˆN
➀D’un point de vue technique, la de´composition (2.198) peut eˆtre mene´e en utilisant la repre´senta-
tion adjointe des matrices de E‹. Celle-ci, agissant sur E‹, est de´finie par l’application (Q est une
matrice N ˆN quelconque)
A ÝÑ ∆A : ∆ApQq “ rA, Q s (2.200)
laquelle constitue un homomorphisme d’alge`bre de Lie lorsque l’ensemble des matrices A envi-
sage´es forment elles-meˆmes une alge`bre de Lie. Ainsi, en utilisant l’identite´ de Jacobi
rA , rB,C s s ` rB , rC,A s s ` rC , rA,B s s “ 0
on ve´rifie aise´ment que les ope´rateurs adjoints des Jk, note´s Jk (k “ 1, 2, 3q, satisfont les relations
de commutation de su(2) :
rJa,Jb spQq “ r Ja, r Jb, Q s s ´ r Jb, r Ja, Q s s “ r Ja, r Jb, Q s s ` r Jb, rQ, Ja s s
“ r r Ja, Jb s, Q s “ i ǫabc r Jc, Q s “ i ǫabc JcpQq (2.201)
Une matrice QLM relevant de la repre´sentation D
L doit ve´rifier les e´quations
52. ITL, §4.3.3.
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ÝÑ
J
2
pQLM q “
3ÿ
a“1
r Ja r Ja, QLM s s “ LpL` 1qQLM
J3pQLM q “ r J3, QLM s “M QLM avec ´ L ďM ď L (2.202)
En choisissant des combinaisons line´aires ade´quates de matrices dansDL, on peut toujours trouver
des matrices QLM ve´rifiant de plus les formules standard
r J˘, QLM s “
a
LpL` 1q ´MpM ˘ 1q QLM˘1 (2.203)
Selon la nomenclature consacre´e, l’ensemble des matrice QLM avec ´L ď M ď L constitue un
ope´rateur tensoriel irre´ductible 53. En raison du the´ore`me de Wigner-Eckart, l’e´le´ment de matrice
ă m1, j |QLM | j,m ą est proportionnel au coefficient de Clebsch-Gordan ă j,´m ; j,m1 |L,M ą,
lui-meˆme proportionnel a` δM,m1´m.
➁ Dans l’espace E‹, on de´finit couramment le produit scalaire hermitien de deux matrices A et
B par 54
pA,Bq “ TrA:B (2.204)
Il est facile de montrer que les ope´rateurs
ÝÑ
J
2
et J3 sont hermitiques par rapport a` ce produit
scalaire. On sait qu’alors deux matrices “vecteurs propres” QL1M1 et Q
L2
M2
correspondant a` des
valeurs propres diffe´rentes de ces ope´rateurs sont ne´cessairement orthogonales selon ledit produit
scalaire. Par une normalisation convenable, on peut faire en sorte que l’on ait 55
Tr
”
QL1M1
ı:
QL2M2 “ δL1L2 δM1M2 (2.205)
Chacune des repre´sentations DL n’apparaˆıt qu’une seule fois dans la de´composition (2.198).
Aussi, pour une base
 
QLM
(
donne´e, chaque vecteur propre QLM est unique, a` un facteur de phase
pre`s 56. Or, par conjugaison hermitique, on a
r J3, QLM s: “ ´r J3,
“
QLM
‰: s “M “QLM ‰:
d’ou` il ressort que
“
QLM
‰:
est vecteur propre de J3 avec la valeur propre ´M et, d’apre`s ce qui
pre´ce`de, ne peut donc diffe´rer de QL´M que par un facteur de phase. On peut adapter celui-ci de
telle sorte a` avoir, conforme´ment a` la convention standard 57,
“
QLM
‰: “ p´1qM QL´M (2.206)
53. Voir par exemple A. Messiah : “Me´canique Quantique”, Dunod, Paris (1964), Tome 2, Chap. XIII, §31, 32.
54. Montrer que TrF G “ 0 si F s’e´crit sous la forme F “ rG,H s.
55. Auquel cas, ă m1, j |QL
M
| j,m ą “ AL ă j,m1 | j,m ;L,M ą ou` AL, inde´pendant de m et M , a pour
module
d
2L` 1
2j ` 1 .
56. On ve´rifie que
2jÿ
L“0
p2L ` 1q “ p2j ` 1q2.
57. On a alors A‹
L
“ AL.
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Enfin, la repre´sentation D0 correspond manifestement a` la matrice identite´. L’application de
(2.205) ou` l’une des deux matrices est proportionnelle a` l’identite´ montre que pour L ě 1, les
matrices QLM ont donc une trace nulle. Nous de´finirons Q
0
0 “
1?
N
.
➂ Le but recherche´ est atteint : l’ensemble des matrices QLM ve´rifiant (2.202), (2.203), (2.205) et
(2.206) constitue une base de l’espace E‹, orthonorme´e selon le produit scalaire (2.204), et telle
que tous ses e´le´ments correspondant a` L ě 1 sont de trace nulle. Une matrice N ˆN quelconque
A admet ainsi le de´veloppement multipolaire 58 :
A “
L“2jÿ
L“0
M“`Lÿ
M“´L
ALM Q
L
M avec A
L
M “ Tr
“
QLM
‰:
A (2.207)
La norme de la matrice A, telle que de´finie par le produit scalaire (2.204) , prend alors la forme
||A|| “
d ÿ
L,M
|ALM |2 (2.208)
2.6.3 Matrice densite´ de spin 59
➀ Admettons que l’espace E soit effectivement celui des vecteurs d’e´tats de spin d’une particule
massive de spin j. On sait que quel que soit l’e´tat physique dans lequel se pre´sente la particule,
e´tat pur ou e´tat de me´lange, en tout cas ici, e´tat de spin, celui-ci peut toujours eˆtre de´crit au
moyen d’une matrice densite´, ici matrice densite´ de spin, usuellement note´e ρ. Cet ope´rateur,
hermitique et de trace est e´gale a` 1 permet de calculer la moyenne d’une observable ou d’un
ope´rateur quelconque A dans ledit e´tat physique, au moyen de la trace
ă A ą “ Tr ρA (2.209)
L’ope´rateur densite´ de spin n’est pas ne´cessairement diagonal dans la base canonique conside´re´e
pre´ce´demment. Cependant, e´tant hermitique, il peut eˆtre diagonalise´ en prenant pour base de E
celle de ses vecteurs propres |ϕa ą :
ρ “
ÿ
a
|ϕa ą pa ă ϕa | (2.210)
Dans cette formule, pa est la valeur propre (de´ge´ne´re´e ou non) de ρ correspondant au vecteur
propre |ϕa ą. Les valeurs propres pa sont non ne´gatives et satisfontÿ
a
pa “ 1 (2.211)
La valeur propre pa s’interpre`te comme la probabilite´ de trouver l’e´tat de´crit par |ϕa ą dans
l’e´tat physique d’e´crit par ρ. Lorsque la particule se trouve dans un e´tat pur |ϕ ą norme´ a` l’unite´,
la matrice densite´ correspondante est le projecteur
ρ “ |ϕ ąă ϕ | (2.212)
Ge´ne´ralement, on a, de fac¸on e´vidente
58. Ainsi nomme´ car il s’apparente au de´veloppement d’un champ scalaire de´pendant des coordonne´es sphe´riques
r, θ, ϕ, selon les harmoniques sphe´riques Y ℓmpθ, ϕq, les coefficients Qℓm intervenant dans ce de´veloppement e´tant
qualifie´s de multipoˆles.
59. Voir, par exemple, J. Werle, loc. cit., Chap. III §26, Chap IV, §32.
Christian Carimalo 83 Calcul spinoriel
Chapitre 2. Notions et outils de base
Tr ρ2 ď 1 (2.213)
L’e´galite´ dans (2.213) n’est en fait re´alise´e que si et seulement si l’ope´rateur densite´ est associe´ a`
un e´tat pur, c’est-a`-dire, est de la forme (2.212) 60. L’e´galite´ Tr ρ2 “ 1 repre´sente donc un crite`re
pour reconnaˆıtre si la particule se trouve ou non dans un e´tat pur.
➁ Comme toute matrice NˆN , la matrice densite´ de spin admet le de´veloppement multipolaire :
ρ “
L“2jÿ
L“0
M“`Lÿ
M“´L
ρLM Q
L
M avec ρ
L
M “ Tr
“
QLM
‰:
ρ (2.214)
La matrice ρ e´tant hermitique, on a “
ρLM
‰‹ “ p´1qM ρL´M (2.215)
Explicitons dans ce de´veloppement les termes correspondant a` L “ 0 et L “ 1. Pour L “ 0, il
n’y a qu’un seul terme, pour lequel Q00 “ 1{
?
N , et
ρ00 “ TrQ00 ρ “
1?
N
Tr ρ “ 1?
N
, donc ρ00Q
0
0 “
1
N
Si tous les e´tats de spin de la particule sont e´quiprobables, auquel cas la particule est dite non
polarise´e, seul ce terme est pre´sent et l’on a donc
ρnp “ 1
N
“ 1
2j ` 1 (2.216)
A l’aide du de´veloppement (2.214), l’ine´galite´ ge´ne´rale (2.213) prend la forme
1
N
`
L“2jÿ
L“1
M“`Lÿ
M“´L
| ρLM |2 ď 1 soit N
L“2jÿ
L“1
M“`Lÿ
M“´L
| ρLM |2 ď N ´ 1 “ 2j (2.217)
On est alors amene´ a` de´finir un degre´ de polarisation par
ζ “
gffeN
2j
L“2jÿ
L“1
M“`Lÿ
M“´L
| ρLM |2 (2.218)
Ce parame`tre est compris entre 0 et 1. Le cas ζ “ 1 correspond a` un e´tat pur, tandis que si ζ “ 0,
la particule est comple`tement non polarise´e. Si 0 ă ζ ă 1, la particule est dite partiellement
polarise´e.
Pour L “ 1, on doit avoir Q119J1 ` iJ2 et Q109J3. On trouve les facteurs de normalisation en
calculant
Tr J21 “ TrJ22 “ TrJ23 “
1
3
Tr
ÝÑ
J
2
“ 1
3
N jpj ` 1q
60. De´montrer cette assertion.
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On trouve ainsi
Q11 “ ´
d
3
2Njpj ` 1q pJ1 ` iJ2q , Q
1
´1 “ ´
“
Q11
‰: “ d 3
2Njpj ` 1q pJ1 ´ iJ2q ,
Q10 “
d
3
Njpj ` 1q J3 (2.219)
D’ou`
ρ11 “ ´
d
3
2Njpj ` 1q ă J1 ` iJ2 ą, ρ
1
0 “
d
3
Njpj ` 1q ă J3 ą (2.220)
Il vient alors
M“`1ÿ
M“´1
ρ1M Q
1
M “
3
Njpj ` 1q ă
ÝÑ
J ą ¨
ÝÑ
J (2.221)
De´finissant le vecteur de polarisation de la particule par
ÝÑ
ξ “
c
3
2j2pj ` 1q ă
ÝÑ
J ą (2.222)
on obtient finalement
M“`1ÿ
M“´1
ρ1M Q
1
M “
1
N
c
6
j ` 1
ÝÑ
ξ ¨
ÝÑ
J et
N
2j
M“`1ÿ
M“´1
|ρ1M |2 “ |
ÝÑ
ξ |2 (2.223)
et la relation (2.217) induit la contrainte
|
ÝÑ
ξ |2 ď 1 (2.224)
➂ On sait que l’ope´ration de parite´ (ou re´flexion d’espace) commute avec les rotations. L’espace E
e´tant suppose´ eˆtre un espace de repre´sentation irre´ductible du groupe des rotations, l’application
du lemme de Schur 61 montre alors que ladite ope´ration est repre´sente´e dans cet espace par un
multiple de la matrice unite´, et sa repre´sentation unitaire est un simple facteur de phase. Il en
re´sulte que tous les tenseurs irre´ductibles du de´veloppement (2.214) sont tous pairs vis-a`-vis de
l’ope´ration de parite´. Le tenseur de rang 1 notamment, qui repre´sente un vecteur est en fait un
pseudo-vecteur. Le vecteur de polarisation est donc un pseudo-vecteur.
➃ Dans le cas ou` j “ 1{2, le de´veloppement (2.214) ne comporte que les deux premiers termes
correspondant a` L “ 0 et L “ 1. On a ici
ÝÑ
J “ÝÑτ {2 ou` ÝÑτ repre´sente l’ensemble des matrices de
Pauli. La formule ge´ne´rale (2.222) donne ici
ÝÑ
ξ “ ăÝÑτ ą et la matrice densite´ correspondante
s’e´crit
61. I. Schur : “Untersuchungen u¨ber die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochenen linearen Sub-
stitutionen”, J. Reine. Angew. Math., vol. 132, 1907, p. 85-137 ; voir aussi : H. Bacry, loc. cit., p. 59.
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ρ “ 1
2
!
1 `
ÝÑ
ξ ¨ÝÑτ
)
(2.225)
Elle est donc comple`tement de´termine´e par le vecteur de polarisation.
➄ Il est clair qu’en effectuant les produits de divers ordres des ope´rateurs J1, J2 et J3, lesquels
se transforment par rotation comme les composantes d’un 3-vecteur, on peut construire des
composantes d’ope´rateurs tensoriels irre´ductibles correspondant chacun a` une valeur donne´e de
L. Ainsi, pour L “ 2 et j ě 1, on obtient 62
Q22 “
1
D
J2` , Q
2
1 “ ´
1
D
pJ` J3 ` J3 J` q , Q20 “
c
2
3
1
D
“
3 J23 ´ jpj ` 1q
‰
,
avec D “
c
2Njpj ` 1qr 4jpj ` 1q ´ 3 s
15
Q2´1 “ ´Q2:1 , Q2´2 “ Q2:2
(2.226)
En tenant compte du fait que jpj ` 1q ” J21 ` J21 ` J23 , le terme du de´veloppement de ρ corres-
pondant a` L “ 2 s’e´crit sous la forme
ρp2q “
3ÿ
i,j“1
aij Ji Jj avec
a11 “ 1
D
«
ρ22 ` ρ2‹2 ´
c
2
3
ρ20
ff
, a22 “ ´ 1
D
«
ρ22 ` ρ2‹2 `
c
2
3
ρ20
ff
a33 “ 2
D
ρ20
c
2
3
, a12 “ a21 “ i
D
“
ρ22 ´ ρ2‹2
‰
, a13 “ a31 “ ´ 1
D
“
ρ21 ` ρ2‹1
‰
a23 “ a32 “ ´ i
D
“
ρ21 ´ ρ2‹1
‰
(2.227)
On constate que les coefficients aij sont tous re´els et syme´triques suivant leurs indices i et j. En
outre,
3ÿ
i“1
aii “ 0 (2.228)
On peut tout aussi bien conside´rer l’espace E comme celui de la repre´sentation irre´ductible Dpj, 0q
de SLp2, Cq, pour laquelle les ge´ne´rateurs de ce groupe sont repre´sente´s par les matrices Jkℓ “
ǫkℓm Jm et J
0k “ i Jk. Dans ce contexte, une base de spin de vecteurs | j,m ą est ne´cessairement
de´finie par rapport a` une “te´trade” attache´e a` un 4-vecteur t donne´, suppose´ ici du genre temps,
pointant vers le futur, et unitaire. Cette te´trade est constitue´e en adjoignant a` t trois 4-vecteurs
n1, n2, n3 du genre espace, formant avec lui une base d’espace-temps orthonorme´e et d’orientation
directe, laquelle s’obtient a` partir d’une base de re´fe´rence au moyen d’une transformation de
Lorentz repre´sente´e par une matrice de SLp2, Cq note´e r t s, appele´e aussi “te´trade”. On est ainsi
amene´ a` poser
Jk ” ´nk ¨W pk “ 1, 2, 3q avec Wµ “ 1
2
ǫµναβ t
ν Jαβ (2.229)
62. De´montrer que Tr J43 “
Njpj ` 1q
15
r 3jpj ` 1q ´ 1 s.
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les matrices Jαβ e´tant les repre´sentants des ge´ne´rateurs de SLp2, Cq, de´finis comme indique´ ci-
dessus, et Wµ l’ope´rateur de polarisation approprie´. L’expression de ρ
p2q peut alors eˆtre re´crite
sous la forme d’un produit scalaire 63
ρp2q “ ϕµν WµW ν avec ϕµν “
3ÿ
i,j“1
aij niµ njν (2.230)
L’ope´rateur densite´ se comportant comme une grandeur scalaire sous les transformations de
Lorentz :
Upa,Aq ρpr t sqU :pa,Aq “ ρprAt sq (2.231)
les ϕµν sont les composantes d’un tenseur de rang 2. De par la syme´trie des aij et les relations
d’orthogonalite´ t ¨ ni “ 0, ni ¨ nj “ ´δij, ce tenseur est :
‚ re´el, syme´trique suivant ses deux indices µ et ν ;
‚ et ve´rifie tµ ϕµν “ 0 ; ϕµµ “
ÿ
i
aii “ 0.
On notera que le terme de rang 1 (2.221) peut s’e´crire sous une forme similaire :
ρp1q “ ϕµWµ avec tµ ϕµ “ 0 (2.232)
L. Michel a montre´ que l’on peut ge´ne´raliser ce qui pre´ce`de a` tous les termes du de´veloppement
de la matrice densite´ et e´crire celle-ci comme 64, 65
ρ “ 1
2j ` 1
 
1` ϕµWµ ` ϕµν WµW ν ` ¨ ¨ ¨ ` ϕµ1µ2¨¨¨µ2j Wµ1 Wµ2 ¨ ¨ ¨Wµ2j
(
(2.233)
Les 2j tenseurs ϕµ1¨¨¨µq (1 ď q ď 2j) intervenant dans cette somme sont tous re´els, syme´triques,
orthogonaux a` t et tels que ϕµµµ3¨¨¨µq “ 0 pour q ě 2.
➆ Ainsi que nous l’avons rappele´ dans une note pre´ce´dente, toute repre´sentation irre´ductible D
de SUp2q est e´quivalente a` sa contragre´diente tD´1, elle-meˆme e´quivalente a` la repre´sentation
conjugue´e D‹. En effet, d’une part, dans la repre´sentation standard introduite au de´but de cette
section, on a J‹1 “ J1, J‹2 “ ´J2, J‹3 “ J3 ; d’autre part, il est facile de montrer que l’ope´rateur
unitaire U “ eiπJ2 est tel que U J1 U´1 “ ´J1, U J2 U´1 “ J2, U J3 U´1 “ ´J3, soit U Jk U´1 “
´J‹k “ ´ tJk. Ce re´sultat nous permet d’e´crire :
Tr Jk1 ¨ ¨ ¨ Jkq ” Tr J 1k1 ¨ ¨ ¨ J 1kq “ p´1qq Tr J‹k1 ¨ ¨ ¨ J‹kq “ p´1qq
“
Tr Jk1 ¨ ¨ ¨ Jkq
‰‹
“ p´1qq Tr tJk1 ¨ ¨ ¨ tJkq “ p´1qq Tr Jkq ¨ ¨ ¨Jk1
(2.234)
On en de´duit notamment que la trace d’un produit d’un nombre pair de matrices Jk est re´elle ;
c’est un nombre imaginaire pur si ce produit comprend un nombre impair de matrices Jk ; soit
encore, la trace Tr Wµ1 ¨ ¨ ¨Wµq est re´elle si q est pair, imaginaire pure si q est impair.
63. Ici, nous ne conside`rons pas le cas plus ge´ne´ral ou` dans (2.196) le ket | j,m ą correspondrait au 4-vecteur t
tandis que le bra ă m1, j | correspondrait a` un autre 4-vecteur t1 et donc a` une autre te´trade r t1 s ; voir P. Moussa,
R. Stora, loc. cit. p.297.
64. L . Michel : “Covariant description of Polarization”, Nuovo Cimento, suppl. 14, (1959), p.95.
65. Prendre garde au fait que les composantes Wµ ne commutent pas : rWµ,Wν s “ i ǫµνρσ tρWσ.
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➅ Nous laissons au lecteur le soin de de´montrer les relations suivantes 66, ou` K “ 1
3
N jpj ` 1q.
Tr Jk Jℓ “ K δkℓ, TrWµWν “ K p tµ tν ´ gµν q
TrJk Jℓ Jm “ i K
2
ǫkℓm, TrWµWν Wρ “ i K
2
ǫµνρσ t
σ
ÿ
r
Jr Jk Jr “ r jpj ` 1q ´ 1sJkÿ
r
Jr Jk Jℓ Jr “ r jpj ` 1q ´ 2 sJk Jℓ ´ Jℓ Jk ` δkℓ jpj ` 1qÿ
r
Jr Jk Jℓ Jm Jr “ r jpj ` 1q ´ 3 sJk Jℓ Jm ´ Jℓ Jk Jm ´ Jm Jℓ Jk ´ Jk Jm Jℓ
`jpj ` 1q r δkℓ Jm ` δkm Jℓ ` δℓm Jk s ´ δkmJℓ
TrJk Jℓ Jm Jn “ K
10
 
2 j pj ` 1q “ δkm δℓn ` δkℓ δmn ` δkn δℓm ‰` δkn δℓm ` δkℓ δmn ´ 4 δkm δℓn(
TrJk Jℓ Jm Jn Jp “ i K
10
t j pj ` 1q r δkℓ ǫmnp ` δkm ǫℓnp ` δkn ǫℓmp ` δkp ǫℓmn
`δℓm ǫnkp ` δℓn ǫmpk ` δℓp ǫmnk ` δmn ǫpkℓ ` δmp ǫnkℓ ` δnp ǫkℓm s
´δkm ǫℓnp ´ δkn ǫℓmp ´ δℓn ǫkmp ´ δℓp ǫkmn ´ δmp ǫkℓn u
Tr
”ÝÑ
n ¨
ÝÑ
J
ı2p`1
“ 0
Tr
”ÝÑ
n ¨
ÝÑ
J
ı2p
“ p2pq!
p!
"
dp
dχp
„
sinhp?χpj ` 1
2
qq
sinhp?χ{2q
*
χ“0
(2.235)
66. Pour calculer la trace d’un produit de q matrices Jk, on peut proce´der de deux fac¸ons. La premie`re consiste
a` conside´rer la trace de q ` 1 de ces matrices, d’utiliser leurs relations de commutation pour obtenir des traces
de produits de q matrices, puis de contracter le re´sultat par un symbole de Levi-Civita approprie´. Cependant,
comme cette me´thode introduit ine´vitablement une dissyme´trie, le re´sultat final ne devient pre´sentable qu’au prix
d’une ope´ration de syme´trisation qui alourdit notablement le calcul lorsque le nombre q de matrices est grand. La
seconde est plus me´thodique, plus syme´trique aussi, mais devient e´galement complique´e a` mesure que q devient
grand. Elle consiste a` conside´rer la trace d’un produit de q rotations Rk “ e´iθk
ÝÑ
nk ¨
ÝÑ
J . Ce produit est aussi une
rotation R “ e´iψq
ÝÑ
Nq ¨
ÝÑ
J dont la trace est donne´e par
F pψ2q q “
sinpψqpj ` 12 qq
sinpψq{2q
“ p2j ` 1q jpj ` 1q
#
1´ ψ
2
q
3!
` ψ
4
q
5!
„
jpj ` 1q ´ 1
3

` ¨ ¨ ¨
+
Pour des petits angles, on a Rk “ 1 ´ iθk ÝÑnk ¨
ÝÑ
J . On voit ainsi que la trace de R contient le terme
p´iqq θ1 ¨ ¨ ¨ θq Tr ÝÑn1 ¨
ÝÑ
J ¨ ¨ ¨ ÝÑnq ¨
ÝÑ
J . L’e´tape suivante consiste a` extraire du de´veloppement de F pψ2q q le terme
proportionnel au produit θ1 ¨ ¨ ¨ θq et d’obtenir la trace recherche´e par identification. D’une part, ce calcul implique
celui de zq “ sinpψq{2q “
a
1´ cos2pψq{2q que l’on peut mener a` bien au moyen des formules de re´currence
cos
ψk`1
2
“ cos θk`1
2
cos
ψk
2
´ sin θk`1
2
sin
ψk
2
ÝÑ
nk`1¨
ÝÑ
Nk
sin
ψk`1
2
ÝÑ
Nk`1 “ cos
θk
2
sin
ψk
2
ÝÑ
Nk ` cos
ψk
2
sin
θk`1
2
ÝÑ
nk`1 ` sin
ψk
2
sin
θk`1
2
ÝÑ
Nk ^ ÝÑnk`1
D’autre part, il doit tenir compte du de´veloppement
ψq
2
“ zq `
1.z3q
2.3
` 1.3.z
5
q
2.4.5
` 1.3.5.z
7
q
2.4.6.7
` ¨ ¨ ¨
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2.7 Comple´ment IV : Matrice densite´ de spin du photon
et son expression covariante
On sait qu’un photon (particule de masse nulle) de 4-impulsion donne´e ne peut se trouver que dans
deux e´tats d’he´licite´ oppose´es, `1 ou ´1. Envisageons l’espace vectoriel complexe de dimension 2
engendre´ par ces deux e´tats que nous noterons | ` ą et | ´ ą, respectivement. L’analogie avec la
description des e´tats de spin d’une particule de spin 1/2 apparaˆıt clairement et l’on peut utiliser
ici le meˆme formalisme bi-dimensionnel avec les matrices de Pauli pour construire la matrice
densite´ de spin du photon. Il est ainsi e´vident que dans ce sche´ma cette matrice doit prendre la
forme (2.225) :
ρ “ 1
2
!
1 `
ÝÑ
ξ ¨ÝÑτ
)
avec
ÝÑ
ξ “ Tr ρÝÑτ (2.236)
Conside´rons le cas d’un photon de´crit par un e´tat pur | c ą “ c` | ` ą ` c´ | ´ ą normalise´ a` 1
(|c`|2 ` |c´|2 “ 1). On a
ρ “ | c ąă c | “
ˆ |c`|2 c` c‹´
c´ c‹` |c´|2
˙
et
ξ1 “ ă τ1 ą “ 2ℜrc´ c‹`s, ξ2 “ ă τ2 ą “ 2ℑrc´ c‹`s
ξ3 “ ă τ3 ą “ |c`|2 ´ |c´|2,
ÝÑ
ξ
2
“ ξ21 ` ξ22 ` ξ23 “ 1
(2.237)
et l’on ve´rifie que Tr ρ2 “ 1
2
„
1`
ÝÑ
ξ
2

“ 1. Les composantes ξk du vecteur de polarisation sont
les parame`tres de Stokes qui caracte´risent l’e´tat pur conside´re´ 67.
Il est facile d’e´tablir l’expression covariante de la matrice densite´ du photon en tenant compte
de l’isomorphisme entre les matrices 2 ˆ 2 de Pauli et les tenseurs de´finis en (2.23). Dans cette
description covariante, la matrice densite´ est alors un tenseur de rang 2 dont les e´le´ments sont
ρµν “ 1
2
#
T0µν `
ÿ
k
ξk Tkµν
+
(2.238)
Les expressions de la matrice densite´ donne´es ci-dessus restent valables lorsqu’on a affaire a` un
me´lange statistique d’e´tats, mais la norme du vecteur
ÝÑ
ξ est dans ce cas infe´rieure a` 1.
67. Voir ITL, section 4.7.
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Spineurs de Dirac en couplages
d’he´licite´
3.1 Introduction
En Physique des particules, on a souvent a` conside´rer des re´actions e´le´mentaires faisant intervenir,
a` l’e´tat initial ou a` l’e´tat final, des particules de spin 1/2, leptons ou quarks. Conside´rons l’exemple
simple de l’effet Compton en Electrodynamique Quantique :
e` γ Ñ e` γ (3.1)
e repre´sentant l’e´lectron, γ le photon. A part des facteurs ici inessentiels, l’amplitude de transition
de ce processus prend la forme
Tσ1,λ1;σ,λ “ ǫ‹µλ1 pk1qUσ1pp1qMµν Uσppqǫνλpkq (3.2)
ou`Mµν est un tenseur que l’on e´crit suivant les re`gles bien connues de Feynman et qui se pre´sente,
en toute ge´ne´ralite´, comme une somme de produits de matrices γ de Dirac, la pre´sence de celles-
ci venant d’une part du couplage vectoriel e´lectron-photon en γδ, et d’autre part de facteurs de
propagation de l’e´lectron, du type m` γpqq, m e´tant la masse de l’e´lectron.
Si l’on s’inte´resse uniquement a` la section efficace totale de cette re´action, on doit tout d’abord
calculer le taux d’interaction :
T “
ÿ
λ1λ
ÿ
σ,σ1
|Tσ1σ;λ1λ|2 (3.3)
Ceci est usuellement mene´ a` terme sans qu’il soit ne´cessaire de de´finir les e´tats de spin des
particules entrantes et sortantes, en transformant la somme dans (3.3) de fac¸on a` faire apparaˆıtre
des projecteurs
T “
ÿ
λ1
ǫ
‹µ
λ1 pk1q ǫρλ1pk1q
ÿ
λ
ǫνλpkq ǫ‹δλ pkqˆ
ˆTr
#ÿ
σ1
Uσ1pp1qUσ1pp1qMµν
ÿ
σ
UσppqUσppqMρδ
+
ou` Mρδ “ γ0M:ρδ γ0, puis en effectuant les substitutions 1
1. En tenant compte de l’invariance de jauge : k1µ U¯σ1pp1qMµν Uσppq “ 0, kν U¯σ1pp1qMµν Uσppq “ 0.
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ÿ
λ1
ǫ
‹µ
λ1 pk1q ǫρλ1pk1q Ñ ´gµρ ,
ÿ
λ
ǫνλpkq ǫ‹δλ pkq Ñ ´gνδ
ÿ
σ1
Uσ1pp1qUσ1pp1q “ m` γpp1q ,
ÿ
σ
UσppqUσppq “ m` γppq
de sorte que T prenne la forme d’une trace
T “ Tr “m` γpp1q ‰Mµν rm` γppq sMµν (3.4)
dont le calcul est une affaire de “γ-gymnastique” 2. Si le nombre maximum de matrices γ im-
plique´es n’est pas trop e´leve´, ce calcul se fait aise´ment a` la main. Pour l’effet Compton conside´re´
a` l’ordre le plus bas suivant la constante e´lectromagne´tique 3 α “ 1{137, il est de trois, ce qui
ne pose aucune difficulte´. Par contre, pour des processus plus complique´s, ce nombre peut eˆtre
e´leve´ et dans ce cas on effectue ge´ne´ralement le calcul sur ordinateur, a` l’aide d’un logiciel de
calcul symbolique (par exemple, “Mathematica”). Certes, ce moyen permet un gain inde´niable
en rapidite´ d’exe´cution du calcul tout en pre´venant les erreurs. Cependant, l’expe´rience montre
que ce gain est ge´ne´ralement contrecarre´ par la grande longueur et le manque de transparence
du re´sultat ainsi obtenu, qui devient de`s lors herme´tique a` l’interpre´tation physique. En effet,
l’expe´rience montre aussi que tout calcul analytique comporte des astuces permettant des sim-
plifications et des regroupements de termes, ce que le logiciel de calcul 4 ignore ge´ne´ralement.
C’est d’ailleurs la difficulte´ d’exploiter le re´sultat analytique de´livre´ par ledit logiciel et la facilite´
d’un traitement informatique global, qui pourraient en partie expliquer le fait que dans les revues
spe´cialise´es, nombre d’articles traitant de tels processus ne pre´sentent quasiment plus de formules
analytiques, mais seulement des re´sultats nume´riques finals, sous forme de courbes ou de jolies
repre´sentations 3D tre`s en vogue...
Le calcul de chacune des amplitudes telles que (3.2), s’ave`re ne´cessaire lorsqu’on recherche des
effets lie´s aux e´tats de spin des particules implique´es dans une re´action. D’une part, on accomplit
ainsi une analyse the´orique fine de celle-ci, ce qui est de´ja` en soi tre`s satisfaisant, et d’autre
part, par comparaison avec les mesures expe´rimentales, on peut ve´rifier plus pre´cise´ment ces
pre´visions the´oriques et e´ventuellement, selon la re´action conside´re´e, de de´celer plus clairement des
de´viations par rapport a` ces pre´visions, qui seraient re´ve´latrices de nouveaux phe´nome`nes, comme
par exemple des couplages jusqu’alors inconnus entre particules. Outre qu’il soit incontournable
pour ce type d’e´tude, un calcul pas a` pas du processus, amplitude par amplitude, apparaˆıt plus
me´thodique techniquement parlant, tout en se preˆtant mieux a` l’interpre´tation physique 5, ces
deux aspects se comple´tant dans une telle de´composition du calcul, ce qui permet aussi d’e´viter
des erreurs 6.
On a souvent conside´re´ les effets de spin comme n’apportant que des complications de calcul.
Sans doute ce jugement provient-il, au moins en partie, du fait que l’on peut se trouver perplexe
devant les nombreux choix possibles pour de´finir les e´tats de spin des particules, ne sachant lequel
pourrait eˆtre le plus judicieux. Or, comme nous l’avons esquisse´ au chapitre 1, et comme nous
l’illustrerons dans la suite, l’utilisation des couplages d’he´licite´ se re´ve`le un proce´de´ efficace et
clarificateur pour le calcul d’amplitudes envisage´. C’est pourquoi l’objet de ce chapitre est de
de´finir les couplages d’he´licite´ impliquant des spineurs de Dirac et d’e´tablir des formules utiles
s’y rapportant.
Conside´rons un processus 1 ` 2 Ñ 3 ` 4 (deux particules 1 et 2 entrant en collision donnant
deux particules 3 et 4 a` l’e´tat final), sche´matise´ a` la figure (3.1). Les impulsions et les masses
2. ITL, section 7.3.
3. Ou constante de structure fine.
4. Ou plutoˆt, son concepteur !
5. Certaines amplitudes peuvent se re´ve´ler plus importantes que d’autres dans le processus e´tudie´.
6. Ajoutons que meˆme dans cette de´marche, il est toujours possible de s’aider astucieusement d’un ordinateur !
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respectives des particules 1, 2, 3 et 4 seront note´es pp1,m1q, pp2,m2q, pp3,m3q et pp4,m4q. Dans
un premier temps, les masses sont suppose´es non nulles et toutes diffe´rentes.
p p4
p2p1
3
Figure 3.1 – Sche´ma d’une re´action 1` 2Ñ 3` 4
Le couplage le plus couramment utilise´ est celui de la voie s, entre 1 et 2 d’une part, et 3 et 4
d’autre part. C’est surement le plus judicieux pour des processus tels que celui repre´sente´ par le
diagramme de la figure (3.2), dans lequel une particule (virtuelle) est e´change´e dans la voie s, ou
lorsqu’une re´sonance est forme´e dans cette voie.
2 4
31
Figure 3.2 – Re´action avec e´change de particule dans la voie s
Par contre, pour des processus re´pondant au sche´ma de la figure (3.3) (a), ou` une particule
(virtuelle) est e´change´e dans la voie t, le couplage dans la voie t s’impose, entre 1 et 3 d’une part,
et 2 et 4 d’autre part.
1 (b)(a)1 2
43 4 3
2
Figure 3.3 – (a) : Re´action avec e´change de particule dans la voie t ;
(b) : diagramme d’e´change 3Ø 4.
Cependant, l’affaire se complique si les particules implique´es sont toutes de la meˆme espe`ce, car
en plus du diagramme (a), on doit conside´rer le diagramme (b) de´duit du premier par l’e´change
entre les particules 3 et 4. Comme les e´tats de spin de chaque particule doivent eˆtre de´finis une
fois pour toutes pour le processus global, le couplage dans la voie t utilise´ pour le diagramme (a)
n’est plus adapte´ au diagramme (b). Dans ce cas, il vaut mieux utiliser le couplage dans la voie s.
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Pour des raisons pratiques e´videntes, les re´actions (collisions) re´alise´es en laboratoire avec des
acce´le´rateurs se font entre deux particules entrantes uniquement. Si ces particules sont compo-
sites (hadrons constitue´s de quarks), les phe´nome`nes sont ge´ne´ralement interpre´te´s en termes de
collisions entre deux des constituants e´le´mentaires de ces particules (quark ou gluon). Par contre,
l’e´tat final peut contenir plus de deux particules. Il est alors pre´fe´rable d’introduire un autre type
de couplage d’he´licite´ dans cet e´tat final 7.
Faisons aussi la remarque suivante. Envisageons l’amplitude de transition d’un processus rele-
vant du mode`le standard e´lectro-faible ou de la chromodynamique quantique, et impliquant des
leptons ou des quarks externes. Il est connu qu’en effectuant des anti-commutations approprie´es
de matrices γ et en utilisant les e´quations de Dirac relatives aux spineurs externes, on peut faire
disparaˆıtre tous les facteurs de masse des nume´rateurs des propagateurs internes de spineurs.
On obtient alors une amplitude de transition ou` les matrices 4 ˆ 4 “sandwiche´es” sont des pro-
duits de matrices γ ou` celles-ci interviennent en nombre impair. Fondamentalement, ceci est une
conse´quence de la nature du couplage γµ ou γµγ5 entre les leptons ou les quarks, et les particules
vectorielles (γ,W,Z, gluon). A titre d’illustration, conside´rons l’effet Compton (3.1), au plus bas
ordre en α. Notons p1 et p2 les impulsions respectives de l’e´lectron et du photon initiaux, p3 et
p4 les impulsions respectives de l’e´lectron et du photon finals. L’amplitude de transition s’e´crit
Tσ2,λ2; σ1λ1 “ 4πα ǫµ ‹λ4 pp4qUσ3pp3qMµν Uσ1pp1q ǫνλ2pp2q avec
Mµν “ γµ m` γpp1 ` p2q
m2 ´ pp1 ` p2q2 γν ` γν
m` γpp1 ´ p4q
m2 ´ pp1 ´ p4q2 γµ
ou` ǫλ2pp2q et ǫλ4pp4q sont les vecteurs de polarisation respectifs du photon initial et du photon
final. Comme
rm` γpp1q s γδ Uσ1pp1q “ tγδ rm´ γpp1q s ` 2p1δu Uσ1pp1q ” 2p1δ Uσ1pp1q
on voit que Mµν peut eˆtre remplace´ par
M1µν “
γµγpp2qγν ` 2p1νγµ
m2 ´ pp1 ` p2q2 `
2p1µγν ´ γνγpp4qγµ
m2 ´ pp1 ´ p4q2
qui s’e´crit bien sous la forme attendue. Projete´e sur la base des 16 matrices de Dirac 8, une telle
expression n’a de composantes que sur les matrices γδ et γδ γ5 :
M1µν “ Aµνδ γδ `Bµνδ γδ γ5 (3.5)
Par conse´quent, pour ces processus, il suffirait de savoir calculer uniquement des expressions
telles que Uσ3pp3q γδ Uσ1pp1q et Uσ3pp3q γδ γ5 Uσ1pp1q. Cependant, pour des processus plus com-
plique´s que l’effet Compton, la de´composition (3.5) peut s’ave´rer difficile a` e´tablir et prendre
finalement plus de temps et de place qu’un calcul direct gardant M1µν en l’e´tat
9. Par ailleurs,
il est inte´ressant de connaˆıtre les expressions Uσ3pp3qΓ Uσ1pp1q ou` Γ est l’une des 16 matrices
de Dirac, dans la perspective de mode`les the´oriques “au-dela` du mode`le standard”, utilisant des
couplages d’interaction diffe´rents des couplages vectoriels. Pour ces raisons, nous e´tablirons aussi
des formules pour tous les e´le´ments de matrice Ψσ3pp3qΓ Φσ1pp1q, avec Ψ, Φ pris comme des
spineurs de type U ou de type V (“ γ5 U).
Les formules de base utilise´es sont les suivantes. Au paragraphe 2.2.4, nous avons montre´ que
dans la transformation de Lorentz pure effectuant le passage de la base pT, X, Y, Zq a` la base
7. Voir Chapitre 1, §1.3.4, et C. Carimalo, “Jet-like QED Processes : On General Properties of Impact Factors”
hep-ph arXiv:1401.4407.
8. Voir ITL, section 7.2.
9. En conside´rant aussi qu’il existe toujours des astuces de calcul.
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pt, x “ X, y “ Y, zq, le spineur UσprT sq attache´ a` la premie`re base devient un spineur Uσpr t sq
attache´ a` la seconde de´finie par 10 r t s “ rT Ñ t s rT s, et l’on a
Uσpr t sq “ STÑt UσprT sq avec STÑt “ 1` γptq γpT qa
2p1` t ¨ T q (3.6)
Les relations
1` t ¨ T “ 1` coshχ “ 2 cosh2 χ
2
r 1` γptq γpT q s UσprT sq “ r 1` γptq s UσprT sq car γpT qUσprT sq “ UσprT sq et
r 1` γptq s UσprT sq “ r 1` coshχγpT q ` sinhχγpZq s UσprT sq
“ 2 cosh χ
2
”
cosh
χ
2
` sinh χ
2
γpZq
ı
UσprT sq
permettent de re´crire (3.6) comme
Uσpr t sq “
”
cosh
χ
2
` sinh χ
2
γpZq
ı
UσprT sq (3.7)
ou encore, en utilisant (2.72),
Uσpr t sq “ cosh χ
2
UσprT sq ` 2σ sinh χ
2
VσprT sq (3.8)
De la meˆme manie`re, dans la transformation de Lorentz pure pT, X, Y, Zq Ñ pt1, x1 “ X, y1 “
Y, z1q, on a
Uσpr t1 sq “ STÑt1 UσprT sq avec STÑt1 “ 1` γpt
1q γpT qa
2p1` t1 ¨ T q et r t
1 s “ rT Ñ t1 s rT s (3.9)
La te´trade rT s peut servir de re´fe´rence pour de´finir les spineurs attache´s aux vecteurs t et
t1, au moyen des formules (3.6) et (3.9) ou (3.8). Cependant, on doit prendre garde au fait
que les spineurs qui y figurent doivent avoir la meˆme normalisation, par exemple U U “ 2.
La particularite´ des deux transformations pre´ce´dentes est qu’elles agissent dans le meˆme 2-plan
pT, Zq. Elles peuvent eˆtre envisage´es comme des rotations d’angles complexes autour de l’axe Y ,
conservant l’axe X . Supposons que l’on ait
t “ coshχT ` sinhχZ , z “ sinhχT ` coshχZ,
t1 “ coshχ1 T ´ sinhχ1 Z , z1 “ ´ sinhχ1 T ` coshχ1 Z
La transformation pt, X, Y, zq Ñ pt1, X, Y, z1q est aussi une transformation de Lorentz pure
agissant dans le 2-plan pT, Zq, et l’on a 11
t1 “ cosh 2ζp`q t´ sinh 2ζp`q z , z1 “ ´ sinh 2ζp`q t` cosh 2ζp`q z, avec ζp`q “ χ` χ
1
2
10. Rappelons que rT Ñ t s est la matrice (au signe pre`s) de SLp2, Cq qui repre´sente ladite transformation de
Lorentz pure.
11. Il est facile de ve´rifier que STÑt1 S
´1
TÑt “
1` γptq γpT qa
2p1` t1 ¨ T q
1` γpT q γptqa
2p1 ` t ¨ T q “
1` γpt1q γptqa
2p1` t ¨ t1q .
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Uσpr t1 sq “ StÑt1 Uσpr t sq avec StÑt1 “ 1` γpt
1q γptqa
2p1` t ¨ t1q et r t
1 s “ r tÑ t1 s r t s (3.10)
Uσpr t1 sq “ cosh ζp`q Uσpr t sq ´ 2σ sinh ζp`q Vσpr t sq
Introduisons les 4-vecteurs
T “ cosh ζp´q T ` sinh ζp´q Z, Z “ cosh ζp´q Z ` sinh ζp´q T, ou` ζp´q “ χ´ χ
1
2
, (3.11)
le premier du genre temps pointant vers le futur, le second du genre espace, orthogonal au premier.
On ve´rifie aise´ment que
T “ cosh ζp`q t´ sinh ζp`q z “ cosh ζp`q t1 ` sinh ζp`q z1
Z “ cosh ζp`q z ´ sinh ζp`q t “ cosh ζp`q z1 ` sinh ζp`q t1
ou` ζp`q “ χ` χ
1
2
(3.12)
L’ensemble pT , X, Y,Zq forme e´galement une base orthonorme´e d’orientation directe et l’on a
γpT q γpZq “ γpT q γpZq “ γptq γpzq “ γpt1q γpz1q “ 2SZγ5 (3.13)
On peut alors re´crire la relation entre spineurs dans (3.10) comme
Uσpr t1 sq “
”
cosh ζp`q ´ sinh ζp`q γpzq γptq
ı
Uσpr t sq
“
”
cosh ζp`q γptq ´ sinh ζp`q γpzq
ı
γptqUσpr t sq soit
Uσpr t1 sq “ γpT q γptqUσpr t sq ” γpT qUσpr t sq (3.14)
Une telle relation (3.14) sera syste´matiquement utilise´e pour relier les spineurs de Dirac de deux
particules en couplage d’he´licite´. Dans celle-ci, les spineurs peuvent avoir tous deux la normali-
sation usuelle U U “ 2m. Supposons que T , t et t1 soient tels que
T “ κ `t` t1˘ (3.15)
ou` κ est un re´el positif. On a dans ce cas t ¨ T “ t1 ¨ T “ κ p1` t ¨ t1q, d’ou` χ “ χ1 12, puis T ” T ,
Z ” Z, ce qui simplifie encore (3.10). La relation (3.15) est re´alise´e lorsqu’on conside`re deux
particules de meˆme masse m, dont on de´finit les e´tats de spin par un couplage d’he´licite´, dans la
voie s ou dans la voie t (voir chapitre 1). En effet, dans le premier cas, la te´trade de re´fe´rence est
celle attache´e a` l’impulsion totale P “ p1`p2 ou` p1 et p2 sont les impulsions respectives des deux
particules : notant P 2 “ s, T “ P {?s, t1 “ p1{m, t2 “ p2{m, on a T “ m?
s
pt1 ` t2q. Dans le
second cas, la te´trade de re´fe´rence a pour vecteur unitaire du genre temps (voir Eqs. 1.57, 1.58)
T “ p1 ` p2?
t` 4m2 “
m?
t` 4m2 pt1 ` t2q (3.16)
12.
a
2p1 ` t ¨ t1q “ κ´1 car T 2 “ 1.
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ou` ici t “ ´pp1 ´ p2q2 ą 0.
Faisons une dernie`re remarque sur l’interpre´tation des he´licite´s des particules. Supposant qu’elles
soient de spin 1/2, l’ope´rateur d’he´licite´ de la premie`re est
Sz1pt1q “
1
2
γ5 γpz1q γpt1q
Appliquant (3.13), on a
Sz1pt1q “ SZpT q (3.17)
Cette e´galite´ est e´galement valable pour la seconde particule dans le cas d’un couplage dans la
voie t. A noter aussi qu’elle n’est vraie que pour les composantes de spin suivant les axes “z”
respectifs des particules. Dans le cas du couplage dans la voie s, on sait qu’une rotation d’angle
π autour de Y doit eˆtre introduite pour de´finir la te´trade de la seconde particule. Son ope´rateur
d’he´licite´ est alors l’oppose´ de (3.17).
Dans le re´fe´rentiel propre de T , la 3-impulsion de la particule 1 est selon le troisie`me axe, et
(3.17) devient
Sz1pt1q ”
1
2
τ3 (3.18)
autrement dit, dans ce re´fe´rentiel, l’he´licite´ de ladite particule repre´sente la composante de son
spin suivant sa 3-impulsion 13. S’il s’agit d’un couplage dans la voie s, le re´fe´rentiel propre de
T est celui du centre de masse des deux particules. Dans celui-ci, la 3-impulsion de la seconde
particule est aussi selon l’axe 3, mais en sens oppose´. Du fait du renversement de signe mentionne´
plus haut, son he´licite´ y repre´sente aussi la composante de son spin suivant sa 3-impulsion. Par
contre, s’il s’agit d’un couplage dans la voie t, le re´fe´rentiel propre de T est le re´fe´rentiel de Breit
dans lequel la 3-impulsion de la seconde particule est dans le sens oppose´ de l’axe 3. L’he´licite´ de
cette particule y repre´sente alors l’oppose´e de la composante de son spin suivant sa 3-impulsion.
Dans la suite, sauf indication contraire, les spineurs de Dirac ont tous la meˆme normalisation :
U U “ ´V V “ 2 (3.19)
3.2 Le couplage d’he´licite´ dans la voie s
3.2.1 De´finition des te´trades
Conside´rons le processus de la figure (3.1) ou` nous supposons dans un premier temps que les
quatre particules sont toutes de spin 1/2. Nous utiliserons les notations suivantes.
P “ p1 ` p2 “ p3 ` p4 , s “ P 2
` ě Max  pm1 `m2q2, pm3 `m4q2( ˘
ti “ pi
mi
, T “ P?
s
, coshχi “ ti ¨ T
t “ ´pp1 ´ p3q2 “ ´pp2 ´ p4q2 , u “ ´pp1 ´ p4q2 “ ´pp2 ´ p3q2
13. L’he´licite´ d’une particule est couramment de´finie comme la composante de son spin suivant sa 3-impulsion,
quel que soit le re´fe´rentiel conside´re´. Mais comme nous l’avons vu, sauf pour une particule sans masse, il ne s’agit
pas d’une grandeur invariante relativiste.
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Dans le re´fe´rentiel du centre de masse (ou`
ÝÑ
P “ÝÑ0 ), les e´nergies et modules de 3-impulsion de
chaque particule sont
E1 “ s`m
2
1 ´m22
2
?
s
“ m1 coshχ1 , E2 “ s`m
2
2 ´m21
2
?
s
“ m2 coshχ2
ˇˇˇÝÑ
p1
ˇˇˇ
“
ˇˇˇÝÑ
p2
ˇˇˇ
“ m1 sinhχ1 “ m2 sinhχ2 “ Λ
1
2
12
2
?
s
avec Λ12 “ Λps,m21,m22q
ˇˇˇÝÑ
p3
ˇˇˇ
“
ˇˇˇÝÑ
p4
ˇˇˇ
“ m3 sinhχ3 “ m4 sinhχ4 “ Λ
1
2
34
2
?
s
avec Λ34 “ Λps,m23,m24q
De par la conservation de la 4-impulsion totale, trois seulement des impulsions sont inde´pendantes.
Pour constituer une base d’espace-temps, on peut par exemple utiliser les trois impulsions P , p1
et p3. Le dernier vecteur devant comple´ter la base sera choisi perpendiculaire a` l’hyperplan de ces
trois vecteurs. C’est donc un vecteur du genre espace que l’on prendra comme axe Y , commun a`
toutes les te´trades. On montre que le vecteur unitaire correspondant s’e´crit
Yµ “ AǫµνρδP ν pν1 pδ3 avec A “
4
?
s
Λ
1
2
12 Λ
1
2
34 sin θ
(3.20)
ou`, dans le re´fe´rentiel du centre de masse, θ est l’angle entre
ÝÑ
p3 et
ÝÑ
p1 (angle de diffusion).
En suivant ce qui a e´te´ dit au chapitre 1, les te´trades associe´es a` chacune des particules dans ce
couplage d’he´licite´ sont les suivantes.
① Pour la particule 1
t1 “ coshχ1 T ` sinhχ1 Z , z1 “ sinhχ1 T ` coshχ1 Z
x1 “ X , y1 “ Y , ǫp˘q1 “ Ep˘q “ ¯
1?
2
rX ˘ iY s
Ce choix correspond bien a` un couplage d’he´licite´ entre la te´trade pT,X, Y, Zq associe´e a` T et
celle, pt1, x1, y1, z1q, associe´e a` t1 car
Z ” 2
?
s
Λ
1
2
12
ˆ
p1 ´ pp1 ¨ P q
s
P
˙
et z1 ” 2m1
Λ
1
2
12
ˆ
´P ` pp1 ¨ P q
m21
p1
˙
On passe de la te´trade trT s : pT,X, Y, Zqu a` la te´trade tr t1 ss : pt1, x1, y1, z1qu par une transfor-
mation de Lorentz pure agissant dans le 2-plan pT, Zq (r t1 ss “ rT Ñ t1 s rT s). Avec ce choix, la
3-impulsion de la particule 1 dans le re´fe´rentiel pT,X, Y, Zq est selon l’axe des z.
② Pour la particule 2
t2 “ coshχ2 T ´ sinhχ2 Z , z2 “ sinhχ2 T ´ coshχ2 Z
x2 “ ´X , y2 “ Y , ǫp˘q2 “ Ep¯q “ ˘
1?
2
rX ¯ iY s
On a ici
Z ” 2
?
s
Λ
1
2
12
ˆ
´p2 ` pp2 ¨ P q
s
P
˙
et z2 ” 2m2
Λ
1
2
12
ˆ
´P ` pp2 ¨ P q
m22
p2
˙
On passe de la te´trade rT s a` la te´trade tr t2 ss : pt2, x2, y2, z2qu en effectuant d’abord une rotation
de π autour de Y dans le re´fe´rentiel lie´ a` T (RY pπq), puis une transformation de Lorentz pure
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agissant dans le 2-plan pT, Zq (r t2 ss “ rT Ñ t2 sRY pπq rT s). Dans le re´fe´rentiel pT,X, Y, Zq la
3-impulsion de la particule 2 est en sens oppose´ a` celui de l’axe des z.
③ Pour les particules 3 et 4
On effectue tout d’abord une rotation d’angle θ autour de Y , RY pθq, transformant X et Z en
X 1 “ cos θX ´ sin θZ , Z 1 “ cos θ Z ` sin θX
Une nouvelle te´trade (rT s1 “ RY pθq rT s est ainsi associe´e a` T et la te´trade associe´e a` la particule
3 est alors
t3 “ coshχ3 T ` sinhχ3 Z 1 , z3 “ sinhχ3 T ` coshχ3 Z 1
x3 “ X 1 , y3 “ Y , ǫp˘q3 “ ¯
1?
2
“
X 1 ˘ iY ‰
soit ǫ
p˘q
3 “ ˘
1?
2
sin θ Z ` 1
2
r1` cos θ sEp˘q ` 1
2
r1´ cos θ sEp¯q
On a donc r t3 ss “ rT Ñ t3 s1 rT s1, ou` rT Ñ t3 s1 est une transformation de Lorentz pure agissant
dans le 2-plan pT, Z 1q. Enfin, la te´trade associe´e a` la particule 4 est r t4 ss “ rT Ñ t4 s1RY pπq rT s1,
soit
t4 “ coshχ4 T ´ sinhχ4 Z 1 , z4 “ sinhχ4 T ´ coshχ4 Z 1
x4 “ ´X 1 , y4 “ Y , ǫp˘q4 “ ǫp¯q3 “ ˘
1?
2
“
X 1 ¯ iY ‰
Notons Uσ et Vσ “ γ5 Uσ les spineurs de Dirac associe´s a` la te´trade de re´fe´rence rT s. Dans
l’espace des spineurs, les rotations RY pπq et RY pθq sont repre´sente´es par les matrices
RY pπq “ γpZq γpXq “ ´2i SY , RY pθq “ cos θ
2
` sin θ
2
γpZq γpXq
et les transformations de Lorentz pures pre´ce´dentes par
rT Ñ t1 s Ñ STÑt1 “ cosh
χ1
2
` sinh χ1
2
γpZq γpT q p γpZq γpT q “ 2γ5 SZ q
rT Ñ t2 s Ñ STÑt2 “ cosh
χ2
2
´ sinh χ2
2
γpZq γpT q
rT Ñ t3 s1 Ñ S1TÑt3 “ cosh
χ3
2
` sinh χ3
2
γpZ 1q γpT q ` γpZ 1q γpT q “ 2γ5 SZ1 ˘
rT Ñ t4 s1 Ñ S1TÑt4 “ cosh
χ4
2
´ sinh χ4
2
γpZ 1q γpT q
Compte tenu de la relation SY Uσ “ iσ U´σ, les spineurs associe´s a` la te´trade rT s1 sont donne´s
par
U 1σ “ RY pθqUσ “ cos
θ
2
Uσ ` 2σ sin θ
2
U´σ , V 1σ “ cos
θ
2
Vσ ` 2σ sin θ
2
V´σ (3.21)
Appliquant sur Uσ les transformations approprie´es, on obtient facilement les spineurs de Dirac
associe´s dans ce couplage aux particules 1, 2, 3 et 4, respectivement. Ainsi :
① Particule 1
U1σ “ STÑt1 Uσ “ cosh
χ1
2
Uσ ` 2 σ sinh χ1
2
Vσ (3.22)
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② Particule 2
U2σ “ STÑt2 RY pπqUσ “ 2σ
”
cosh
χ2
2
U´σ ` 2 σ sinh χ2
2
V´σ
ı
(3.23)
③ Particule 3
U3σ “ S1TÑt3 RY pθqUσ “ cosh
χ3
2
U 1σ ` 2 σ sinh
χ3
2
V 1σ (3.24)
④ Particule 4
U4σ “ S1TÑt4 RY pθqRY pπqUσ “ 2σ
”
cosh
χ4
2
U 1´σ ` 2 σ sinh
χ4
2
V 1´σ
ı
(3.25)
Voyons comment ces spineurs peuvent eˆtre relie´s les uns aux autres. Posons
χ
p`q
12 “
χ1 ` χ2
2
, χ
p´q
12 “
χ1 ´ χ2
2
, χ
p`q
34 “
χ3 ` χ4
2
, χ
p´q
34 “
χ3 ´ χ4
2
(3.26)
Combinant (3.22) et (3.23), on obtient
U2σ “ 2σ
”
coshχ
p`q
12 U1´σ ` 2 σ sinhχp`q12 V1´σ
ı
(3.27)
De meˆme, a` l’e´tat final, on a
U4σ “ 2σ
”
coshχ
p`q
34 U3´σ ` 2 σ sinhχp`q34 V3´σ
ı
(3.28)
Enfin, en posant χ
p´q
31 “
χ3 ´ χ1
2
et χ
p´q
42 “
χ4 ´ χ2
2
, on trouve
U3σ “ RY pθq
”
coshχ
p´q
31 U1σ ` 2σ sinhχp´q31 V1σ
ı
U4σ “ RY pθq
”
coshχ
p´q
42 U2σ ` 2σ sinhχp´q42 V2σ
ı
(3.29)
La relation (3.27) peut eˆtre re´crite sous forme condense´e en observant que γpt1qU1 “ U1 et que
´2σ V1´σ “ γpz1qU1´σ. On obtient en effet
U2σ “ 2σ γpT12qU1´σ avec
T12 “ t1 coshχp`q12 ´ z1 sinhχp`q12 “ T coshχp´q12 ` Z sinhχp´q12 (3.30)
Pour l’e´tat final, on obtient de fac¸on similaire
U4σ “ 2σ γpT34qU3´σ avec
T34 “ t3 coshχp`q34 ´ z3 sinhχp`q34 “ T coshχp´q34 ` Z 1 sinhχp´q34 (3.31)
A l’aide des deux vecteurs T12 et T34 on obtient donc des formules du type (3.14). Ce sont des
vecteurs du genre temps et unitaires, et les te´trades
T12 , Z12 “ Z coshχp´q12 ` T sinhχp´q12 , X , Y
T34 , Z34 “ Z 1 coshχp´q34 ` T sinhχp´q34 , X 1 , Y (3.32)
qui leur sont respectivement associe´es se de´duisent, la premie`re de la te´trade pT,X, Y, Zq par la
transformation de Lorentz pure de parame`tre χ
p´q
12 dans le 2-plan pT, Zq ; la seconde, de la te´trade
pT,X 1, Y, Z 1q par la transformation de Lorentz pure de parame`tre χp´q34 dans le 2-plan pT, Z 1q.
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On voit alors que la te´trade pt1, X, Y, z1q se de´duit de la te´trade pT12, X, Y,Z12q par la trans-
formation de Lorentz pure L12 de parame`tre χ
p`q
12 dans le 2-plan pT, Zq, tandis que la te´trade
pt2,´X,Y, z2q est obtenue a` partir de cette te´trade en effectuant d’abord une rotation de π autour
de Y et en appliquant ensuite L12. On a ainsi
t1 “ coshχp`q12 T12 ` sinhχp`q12 Z12 , t2 “ coshχp`q12 T12 ´ sinhχp`q12 Z12 , donc
t1 ` t2 “ 2 coshχp`q12 T12 , t1 ´ t2 “ 2 sinhχp`q12 Z12 (3.33)
Notons que lorsque m1 “ m2, soit χp´q12 “ 0, (3.30) devient similaire a` (3.14) :
U2σ “ 2σ γpT qU1´σ (3.34)
et que pour χ
p´q
31 “ 0, soit, pour le cas qui nous inte´ressera, m1 “ m3 et m2 “ m4, la relation
entre U3 et U1 se re´duit a`
U3σ “ RY pθqU1σ (3.35)
3.2.2 Projecteurs U1 U 2 du couplage en voie s
Rappelons tout d’abord certaines formules
Uσ Uσ1 “ δσ1,σ 1
2
r1` p2σqγ5 γpzqs r1` γptqs
`δσ1,´σ 1
2
γ5 px` ip2σqyq r1` γptqs
Uσ1 Uσ “ 2δσ1,σ, Uσ1 γ5 Uσ “ 0, Uσ1 γµ Uσ “ 2δσ1,σ tµ,
Uσ1 γµ γ5 Uσ “ 2p2σqδσ1,σ zµ ` 2δσ1,´σ rx` ip2σqysµ
Uσ1 σµν Uσ “ p2σqδσ1,σ rxµyν ´ xνyµs
`ip2σqδσ1,´σ
!
zµ rx` ip2σqysν ´ zν rx` ip2σqysµ
)
Uσ1 σµν γ5 Uσ “ ip2σqδσ1,σ rtµzν ´ tνzµs
`iδσ1,´σ
!
tµ rx` ip2σqysν ´ tν rx` ip2σqysµ
)
γ5 γpx` iǫyq “ ǫ γpx` iǫyqγpzqγptq pǫ “ ˘1q
γpz1qγpt1q “ γpZqγpT q “ γpZ12q γpT12q
(3.36)
et rappelons aussi 14 que γ:µ “ γ0 γµ γ0.
14. ITL, Chap. 7, Eq. 7.80.
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① Projecteur UÒ1 U
Ò
2
D’apre`s (3.30), on a
U
Ò
1 U
Ò
2 “ UÒ1 UÓ1 γpT12q “
1
2
γ5 γpX ` iY q r1` γpt1qs γpT12q “ 1
2
r1` γpt1qs γ5 γpX ` iY q γpT12q
“ ´1
2
r1` γpt1qs γpZ12q γpX ` iY q “ 1
2
γpX ` iY q r1´ γpt1qs γpZ12q
Or, r1´ γpt1qs γpZ12q “ γpZ12q´coshχp´q12 γpT12q γpZ12q`sinhχp´q12 “ γpZ12q r 1` γpt2q s , d1ou`
U
Ò
1 U
Ò
2 “
1
2
r 1` γpt1q s γpX ` iY q γpZ12q “ 1
2
γpX ` iY q γpZ12q r 1` γpt2q s (3.37)
② Projecteur UÓ1 U
Ó
2
Le meˆme type de calcul conduit a`
U
Ó
1 U
Ó
2 “ ´
1
2
r 1` γpt1q s γpX ´ iY q γpZ12q “ ´1
2
γpX ´ iY q γpZ12q r 1` γpt2q s (3.38)
③ Projecteur UÓ1 U
Ò
2
On a UÓ1 U
Ò
2 “ UÓ1 UÓ1 γpT12q “
1
2
r1´ γ5 γpz1q γpt1q s r1` γpt1q s γpT12q
“ 1
2
r1` γpt1q s r1´ γ5 γpz1q γpt1q s γpT12q
Mais r1´ γ5 γpz1q γpt1q s γpT12q “ r1´ γ5 γpZ12q γpT12q s γpT12q “ γpT12q ´ γ5γpZ12q et
r 1` γpt1q s γpT12q “ γpT12q r 1` γpt2q s , r 1´ γpt1q s γpZ12q “ γpZ12q r 1` γpt2q s , d1ou`
U
Ó
1 U
Ò
2 “
1
2
r 1` γpt1q s r γpT12q ´ γ5γpZ12q s “ 1
2
r γpT12q ´ γ5γpZ12q s r 1` γpt2q s (3.39)
④ Projecteur UÒ1 U
Ó
2
On trouve de la meˆme manie`re
U
Ò
1 U
Ó
2 “ ´
1
2
r 1` γpt1q s r γpT12q ` γ5γpZ12q s
“ ´1
2
r γpT12q ` γ5γpZ12q s r 1` γpt2q s
(3.40)
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3.2.3 Formes biline´aires U2σ1 ΓU1σ et V2σ1 ΓU1σ du couplage en voie s
Celles-ci se calculent aise´ment en les exprimant comme des traces et en utilisant les expressions
pre´ce´dentes des projecteurs : U2σ1 ΓU1σ “ TrΓU1σU2σ1 , V2σ1 ΓU1σ “ ´Tr γ5 ΓU1σU2σ1 . Rappe-
lons que les traces des matrices γ ainsi que celle de γ5 sont nulles, que Tr γµ γν γ5 “ 0, et que
la trace du produit d’un nombre impair de matrices γ est nul 15. On tient compte e´galement des
relations d’orthogonalite´ entre les vecteurs de la te´trade pT12, X, Y,Z12q.
U2σ1 U1σ (3.41)
U
Ò
2 U
Ò
1 “ UÓ2 UÓ1 “ V Ò2 γ5 UÒ1 “ V Ó2 γ5 UÓ1 “ 0
U
Ò
2 U
Ó
1 “ ´UÓ2 UÒ1 “ ´V Ò2 γ5 UÓ1 “ V Ó2 γ5 UÒ1 “ 2 coshχp`q12
———————————————————————————————
U2σ1 γ5 U1σ (3.42)
U
Ò
2 γ5 U
Ò
1 “ UÓ2 γ5 UÓ1 “ V Ò2 UÒ1 “ V Ó2 UÓ1 “ 0
U
Ò
2 γ5 U
Ó
1 “ UÓ2 γ5 UÒ1 “ ´V Ò2 UÓ1 “ ´V Ó2 UÒ1 “ ´2 sinhχp`q12
———————————————————————————————
U2σ1 γµ U1σ (3.43)
U
Ò
2 γµ U
Ò
1 “ V Ò2 γµ γ5 UÒ1 “ 2 rX ` iY sµ sinhχp`q12
U
Ó
2 γµ U
Ó
1 “ V Ó2 γµ γ5 UÓ1 “ 2 rX ´ iY sµ sinhχp`q12
U
Ò
2 γµ U
Ó
1 “ ´UÓ2 γµ UÒ1 “ V Ò2 γµ γ5UÓ1 “ ´V Ó2 γµ γ5 UÒ1 “ 2 T12µ
———————————————————————————————
U2σ1 γµ γ5 U1σ (3.44)
U
Ò
2 γµ γ5 U
Ò
1 “ V Ò2 γµ UÒ1 “ 2 rX ` iY sµ coshχp`q12
U
Ó
2 γµ γ5 U
Ó
1 “ V Ó2 γµ UÓ1 “ ´2 rX ´ iY sµ coshχp`q12
U
Ò
2 γµ γ5 U
Ó
1 “ UÓ2 γµ γ5 UÒ1 “ V Ò2 γµ UÓ1 “ V Ó2 γµ UÒ1 “ ´2Z12µ
15. Pour la “γ-gymnastique”, voir ITL, section 7.3.
Christian Carimalo 103 Calcul spinoriel
Chapitre 3. Spineurs de Dirac en couplages d’he´licite´
U2σ1 σµν U1σ (3.45)
U
Ò
2 σµν U
Ò
1 “ ´V Ò2 σµν γ5 UÒ1 “ i
 
Z12µ pX ` iY qν ´ Z12ν pX ` iY qµ
(
U
Ó
2 σµν U
Ó
1 “ ´V Ó2 σµν γ5 UÓ1 “ i
 
Z12µ pX ´ iY qν ´ Z12ν pX ´ iY qµ
(
U
Ò
2 σµν U
Ó
1 “ ´V Ò2 γµ UÓ1 “ i sinhχp`q12
“
T12µZ12ν ´ T12ν Z12µ
‰
´ coshχp`q12 rXµ Yν ´Xν Yµ s
U
Ó
2 σµν U
Ò
1 “ ´V Ó2 γµ UÒ1 “ ´i sinhχp`q12
“
T12µZ12ν ´ T12ν Z12µ
‰
´ coshχp`q12 rXµ Yν ´Xν Yµ s
———————————————————————————————
U2σ1 σµν γ5 U1σ (3.46)
U
Ò
2 σµν γ5 U
Ò
1 “ ´V Ò2 σµν UÒ1 “ i
 
T12µ pX ` iY qν ´ T12ν pX ` iY qµ
(
U
Ó
2 σµν γ5 U
Ó
1 “ ´V Ó2 σµν UÓ1 “ ´i
 
T12µ pX ´ iY qν ´ T12ν pX ´ iY qµ
(
U
Ò
2 σµν γ5 U
Ó
1 “ ´V Ò2 σµν UÓ1 “ ´i coshχp`q12
“
T12µZ12ν ´ T12ν Z12µ
‰
` sinhχp`q12 rXµ Yν ´Xν Yµ s
U
Ó
2 σµν γ5 U
Ò
1 “ ´V Ó2 σµν UÒ1 “ ´i coshχp`q12
“
T12µZ12ν ´ T12ν Z12µ
‰
´ sinhχp`q12 rXµ Yν ´Xν Yµ s
Pour obtenir (3.45), on a utilise´ la relation γpT12q γpZ12q γ5 “ ´iγpXq γpY q. On notera les e´galite´s
T12µZ12ν ´ T12ν Z12µ “ TµZν ´ Tν Zµ “ t1µ z1ν ´ t1ν z1µ “ ´ǫµνρδ XρY δ
YµXν ´ Yν Xµ “ i
!
Ep`qµ E
p´q
ν ´ Ep`qν Ep´qµ
)
“ ǫµνρδ T ρZδ (3.47)
U3σ3 U4σ4 “ U3σ3 γ5 V4σ4 “ 2 p2σ4q δσ3,´σ4 coshχp`q34
U3σ3 γ5 U4σ4 “ U3σ3 V4σ4 “ 2 δσ3,´σ4 sinhχp`q34
U3σ3 γµ U4σ4 “ U3σ3 γµ γ5 V4σ4 “ 2 δσ3,´σ4 p2σ4q T34µ
` 2 δσ3,σ4 sinhχp`q34 pX 1 ´ 2iσ4Y qµ
U3σ3 γµ γ5 U4σ4 “ U3σ3 γµ V4σ4 “ ´ 2 δσ3,´σ4 Z34µ
` 2 p2σ4q δσ3,σ4 coshχp`q34 pX 1 ´ 2iσ4Y qµ
(3.48)
Les formules pour l’e´tat final p3, 4) sont tout a` fait similaires aux pre´ce´dentes, notamment celles
pre´sente´es dans (3.48).
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3.2.4 Formes biline´aires U3σ1 ΓU1σ et V3σ1 ΓU1σ du couplage en voie s
A partir de (3.21) et (3.36) on de´duit les formules
U 1σ1 Uσ “ 2
„
cos
θ
2
δσ1σ ´ 2σ sin θ
2
δσ1,´σ

, U 1σ1 γ5 Uσ “ 0
U 1σ1 γµ Uσ “ 2Tµ
„
cos
θ
2
δσ1σ ´ 2σ sin θ
2
δσ1,´σ

U 1σ1 γµ γ5 Uσ “ 2 δσ1σp2σq
s
Zµ cos
θ
2
` sin θ
2
pX ` 2σiY qµ
{
`2 δσ1,´σ
s
pX ` 2σiY qµ cos θ
2
´ sin θ
2
Zµ
{
U 1σ1 σµν Uσ “ δσ1σ
s
p2σq cos θ
2
pXµYν ´XνYµq ` i sin θ
2
”
ZµpX ` 2iσY qν
´ ZνpX ` 2iσY qν
ız
` δσ1,´σ
s
p2σq i cos θ
2
”
ZµpX ` 2iσY qν
´ZνpX ` 2iσY qνs ´ sin θ
2
pXµYν ´XνYµq
{
U 1σ1 σµν γ5 Uσ “ i δσ1σp2σq
s
cos
θ
2
pTµZν ´ TνZµq ` sin θ
2
”
TµpX ` 2iσY qν
´ TνpX ` 2iσY qν
ız
` i δσ1,´σ
s
cos
θ
2
”
TµpX ` 2iσY qν
´ TνpX ` 2iσY qν
ı
´ sin θ
2
pTµZν ´ TνZµq
{
(3.49)
Utilisant (3.22) et (3.24), on a
U3σ1 ΓU1σ “ cosh
χ3
2
cosh
χ1
2
U 1σ1 ΓUσ ´ p2σqp2σ1q sinh χ3
2
sinh
χ1
2
U 1σ1 γ5 Γ γ5 Uσ
`p2σq cosh χ3
2
sinh
χ1
2
U 1σ1 Γ γ5 Uσ ´ p2σ1q sinh χ3
2
cosh
χ1
2
U 1σ1 γ5 ΓUσ
Nous distinguerons alors le cas ou` Γ commute avec γ5, re´alise´ par les matrices 1, γ5, σµν , σµν γ5,
de celui ou` Γ anticommute avec γ5, re´alise´ par les matrices γµ et γµ γ5. Pour simplifier l’e´criture,
nous poserons c`“ coshχp`q31 , c´“ coshχp´q31 , s`“ sinhχp`q31 , s´“ sinhχp´q31 .
① Γ commute avec γ5
U3σ1 ΓU1σ “ δσ1,σ
 
c´U 1σ ΓUσ ´ p2σqs´ U 1σ Γ γ5 Uσ
(
` δσ1,´σ
 
c` U 1´σ ΓUσ ` p2σqs` U 1´σ Γ γ5Uσ
(
(3.50)
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① Γ anticommute avec γ5
U3σ1 ΓU1σ “ δσ1,σ
 
c`U 1σ ΓUσ ` p2σqs` U 1σ Γ γ5 Uσ
(
` δσ1,´σ
 
c´ U 1´σ ΓUσ ´ p2σqs´ U 1´σ Γ γ5Uσ
(
(3.51)
On en de´duit les formes biline´aires ci-dessous, pre´sente´es de fac¸on synthe´tique, comme il sera fait
dore´navant.
U3σ1 U1σ (3.52)
U3σ1 U1σ “ 2 δσ1,σ c´ cos
θ
2
´ 2p2σq δσ1,´σ c` sin θ
2
“ ´V3σ1 γ5 U1σ “ ´V3σ1 V1σ
————————————————————————————————————
U3σ1 γ5 U1σ (3.53)
U3σ1 γ5 U1σ “ ´2
s
δσ1,σ p2σq s´ cos θ
2
` δσ1,´σ s` sin θ
2
{
“ ´V3σ1 U1σ “ U3σ1 V1σ
————————————————————————————————————
U3σ1 γµ U1σ (3.54)
U3σ1 γµ U1σ “ 2 δσ1,σ
s
Tµ c` cos
θ
2
` s`
„
Zµ cos
θ
2
` pX ` 2iσY qµ sin θ
2
{
´2 p2σq δσ1,´σ
s
Tµ c´ sin
θ
2
` s´
„
´Zµ sin θ
2
` pX ` 2iσY qµ cos θ
2
{
“ V3σ1 γµ γ5 U1σ “ V3σ1 γµ V1σ “ U3σ1 γµ γ5 V1σ
————————————————————————————————————–
U3σ1 γµ γ5 U1σ (3.55)
U3σ1 γµ γ5 U1σ “ 2 δσ1,σ p2σq
s
Tµ s` cos
θ
2
` c`
„
Zµ cos
θ
2
` pX ` 2iσY qµ sin θ
2
{
`2 δσ1,´σ
s
Tµ s´ sin
θ
2
` c´
„
´Zµ sin θ
2
` pX ` 2iσY qµ cos θ
2
{
“ V3σ1 γµ U1σ “ U3σ1 γµ V1σ “ V3σ1 γµ γ5 V1σ
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U3σ1 σµν U1σ (3.56)
U3σ1 σµν U1σ “ δσ1,σ
s
c´
"
p2σq cos θ
2
pXµYν ´XνYµq
`i sin θ
2
”
ZµpX ` 2iσY qν ´ ZνpX ` 2iσY qµ
ı *
´is´
"
cos
θ
2
pTµZν ´ TνZµq ` sin θ
2
”
TµpX ` 2iσY qν ´ TνpX ` 2iσY qµ
ı*{
`δσ1,´σ
s
c`
"
ip2σq cos θ
2
”
ZµpX ` 2iσY qν ´ ZνpX ` 2iσY qµ
ı
´ sin θ
2
pXµYν ´XνYµq
*
` p2σq is`
"
cos
θ
2
”
TµpX ` 2iσY qν ´ TνpX ` 2iσY qµ
ı
´ sin θ
2
pTµZν ´ TνZµq
*{
“ ´V3σ1 σµνγ5 U1σ “ ´V3σ1 σµν V1σ “ U3σ1 σµν γ5 V1σ
————————————————————————————————————–
U3σ1 σµν γ5 U1σ (3.57)
U3σ1 σµν γ5 U1σ “ δσ1,σ
s
p2σq ic´
"
cos
θ
2
pTµZν ´XνYµq
` sin θ
2
”
TµpX ` 2iσY qν ´ TνpX ` 2iσY qµ
ı *
´ s´
"
cos
θ
2
pXµYν ´XνYµq
`ip2σq sin θ
2
”
ZµpX ` 2iσY qν ´ ZνpX ` 2iσY qµ
ı*{
`i δσ1,´σ
s
c`
"
cos
θ
2
”
TµpX ` 2iσY qν ´ TνpX ` 2iσY qµ
ı
´ sin θ
2
pTµZν ´ TνZµq
*
` s`
"
cos
θ
2
”
ZµpX ` 2iσY qν ´ ZνpX ` 2iσY qµ
ı
`ip2σq sin θ
2
pXµYν ´XνYµq
*{
“ ´V3σ1 σµν U1σ “ ´V3σ1 σµν γ5 V1σ “ U3σ1 σµν V1σ
A titre d’exercice, nous proposons au lecteur :
‚ de montrer que
U1σU3σ1 “ cos
θ
2
U1σ U1σ1
”
coshχ
p´q
31 ´ p2σ1q sinhχp´q31 γ5
ı
` sin θ
2
U1σ U1´σ1
”
p2σ1q coshχp`q31 ´ sinhχp`q31 γ5
ı
(3.58)
et d’utiliser ce projecteur pour retrouver les expressions des formes biline´aires ci-dessus ;
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‚ de montrer que
U2σU4σ1 “ cos
θ
2
U2σ U2σ1
”
coshχ
p´q
42 ´ p2σ1q sinhχp´q42 γ5
ı
` sin θ
2
U2σ U2´σ1
”
p2σ1q coshχp`q42 ´ sinhχp`q42 γ5
ı
(3.59)
et d’utiliser ce projecteur pour e´tablir les expressions des formes biline´aires U4σ1 ΓU2σ.
3.2.5 Couplage en voie s : cas m1 “ m2 “ m
Puisqu’alors χ
p´q
12 “ 0, on a T12 “ T , Z12 “ Z, χp`q12 “ χ1 “ χ2. Ci-dessous nous donnons les
expressions, correspondant a` ce cas, du projecteur U1σ U2σ1 et des formes biline´aires Ψ2σ1 ΓΨ1σ
(Ψ “ U, V ). On notera qu’ici coshχ1 “
?
s
2m
, sinhχ1 “
?
s
2m
β ou` β “
c
1´ 4m
2
s
.
Projecteur U1σ U2σ1
U1σ U2σ1 “ δσ1,σ
1
2
r1` γpt1qs γpX ` 2iσY qγpZq
´ δσ1,´σ 1
2
r1` γpt1qs rp2σqγpT q ` γ5γpZqs
“ δσ1,σ 1
2
γpX ` 2iσY qγpZq r1` γpt2qs
´ δσ1,´σ 1
2
rp2σqγpT q ` γ5γpZqs r1` γpt2qs
(3.60)
U2σ1 U1σ (3.61)
U2σ1 U1σ “ ´2 coshχ1p2σq δσ1,´σ “ ´V2σ1 γ5 U1σ “ ´V2σ1 V1σ
—————————————————————————————
U2σ1 γ5 U1σ (3.62)
U2σ1 γ5 U1σ “ ´2 sinhχ1 δσ1,´σ “ ´V2σ1 U1σ “ ´V2σ1 γ5 V1σ
—————————————————————————————
U2σ1 γµ U1σ (3.63)
U2σ1 γµ U1σ “ 2 δσ1,σ sinhχ1 pX ` 2iσY qµ ´ 2p2σq δσ1,´σ Tµ
“ V2σ1 γµ γ5 U1σ “ U2σ1 γµ γ5 V1σ “ V2σ1 γµ V1σ
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U2σ1 γµ γ5 U1σ (3.64)
U2σ1 γµ γ5 U1σ “ 2 p2σq δσ1,σ coshχ1 pX ` 2iσY qµ ´ 2 δσ1,´σ Zµ
“ V2σ1 γµ U1σ “ U2σ1 γµ V1σ “ V2σ1 γµ γ5 V1σ
—————————————————————————————
U2σ1 σµν U1σ (3.65)
U2σ1 σµν U1σ “ i δσ1,σ
r
Zµ pX ` 2iσY qν ´ Zν pX ` 2iσY qµ
z
´δσ1,´σ
r
ip2σq sinhχ1 rTµZν ´ TνZµs ` coshχ1pXµYν ´XνYµq
z
“ ´V2σ1 σµν γ5 U1σ “ U2σ1 σµν γ5 V1σ “ ´V2σ1 σµν V1σ
—————————————————————————————
U2σ1 σµν γ5 U1σ (3.66)
U2σ1 σµν γ5 U1σ “ i δσ1,σp2σq
r
Tµ pX ` 2iσY qν ´ Tν pX ` 2iσY qµ
z
´δσ1,´σ
r
i coshχ1 rTµZν ´ TνZµs ` p2σq sinhχ1pXµYν ´XνYµq
z
“ ´V2σ1 σµν U1σ “ U2σ1 σµν V1σ “ ´V2σ1 σµν γ5 V1σ
3.2.6 Couplage en voie s : cas m1 “ m3 et m2 “ m4 (χ
p´q
31 “ χ
p´q
42 “ 0)
U3σ1 U1σ (3.67)
U3σ1 U1σ “ 2 δσ1,σ cos
θ
2
´ 2p2σq δσ1,´σ coshχ1 sin θ
2
“ ´V3σ1 γ5 U1σ “ ´V3σ1 V1σ
—————————————————————————————
U3σ1 γ5 U1σ (3.68)
U3σ1 γ5 U1σ “ ´2 δσ1,´σ sinhχ1 sin
θ
2
“ ´V3σ1 U1σ “ U3σ1 V1σ
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U3σ1 γµ U1σ (3.69)
U3σ1 γµ U1σ “ 2 δσ1,σ
s
Tµ coshχ1 cos
θ
2
` sinhχ1
„
Zµ cos
θ
2
` pX ` 2iσY qµ sin θ
2
{
´ 2 p2σq δσ1,´σ Tµ sin θ
2
“ V3σ1 γµ γ5 U1σ “ V3σ1 γµ V1σ “ U3σ1 γµ γ5 V1σ
—————————————————————————————————
U3σ1 γµ γ5 U1σ (3.70)
U3σ1 γµ γ5 U1σ “ 2 δσ1,σ p2σq
s
Tµ sinhχ1 cos
θ
2
` coshχ1
„
Zµ cos
θ
2
`pX ` 2iσY qµ sin θ
2
{
` 2 δσ1,´σ
s
´Zµ sin θ
2
` pX ` 2iσY qµ cos θ
2
{
“ V3σ1 γµ U1σ “ U3σ1 γµ V1σ “ V3σ1 γµ γ5 V1σ
—————————————————————————————————
U3σ1 σµν U1σ (3.71)
U3σ1 σµν U1σ “ δσ1,σ
s
p2σq cos θ
2
pXµYν ´XνYµq ` i sin θ
2
”
ZµpX ` 2iσY qν
´ZνpX ` 2iσY qµ
ız
` δσ1,´σ
s
coshχ1
"
ip2σq cos θ
2
”
ZµpX ` 2iσY qν
´ZνpX ` 2iσY qµ
ı
´ sin θ
2
pXµYν ´XνYµq
*
`p2σq i sinhχ1
"
cos
θ
2
”
TµpX ` 2iσY qν ´ TνpX ` 2iσY qµ
ı
´ sin θ
2
pTµZν ´ TνZµq
*{
“ ´V3σ1 σµνγ5 U1σ “ ´V3σ1 σµν V1σ “ U3σ1 σµν γ5 V1σ
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U3σ1 σµν γ5 U1σ (3.72)
U3σ1 σµν γ5 U1σ “ δσ1,σ
s
p2σq i
"
cos
θ
2
pTµZν ´XνYµq ` sin θ
2
”
TµpX ` 2iσY qν
´TνpX ` 2iσY qµ
ı)
`i δσ1,´σ
s
coshχ1
"
cos
θ
2
”
TµpX ` 2iσY qν ´ TνpX ` 2iσY qµ
ı
´ sin θ
2
pTµZν ´ TνZµq
*
` sinhχ1
"
cos
θ
2
”
ZµpX ` 2iσY qν ´ ZνpX ` 2iσY qµ
ı
`ip2σq sin θ
2
pXµYν ´XνYµq
*{
“ ´V3σ1 σµν U1σ “ ´V3σ1 σµν γ5 V1σ “ U3σ1 σµν V1σ
3.3 Le couplage d’he´licite´ dans la voie t
3.3.1 De´finition des te´trades
Conside´rons a` nouveau le processus de la figure (3.1) ou` nous supposons que les quatre particules
sont toutes de spin 1/2. On effectue maintenant des couplages d’he´licite´ entre les particules 1
et 3 d’une part, et 2 et 4 d’autre part, ces deux groupes de particules ayant en commun le 4-
vecteur de “transfert” du genre espace q “ p1´p3 “ ´pp2´p4q (“quadri-transfert”), pour lequel
nous poserons q2 “ ´t ă 0. Dans le couplage de la voie t, les te´trades associe´es aux quatre
particules ont en commun le 4-vecteur Y de´fini en (3.20) et le 4-vecteur Q “ q{?t, ce dernier
servant a` de´finir un axe des z . Pour la commodite´, les associations pp1, p3, qq et pp2, p4, qq seront
respectivement appele´es vertex de gauche et vertex de droite.
Les te´trades associe´es a` chacun des vertex dans ce couplage d’he´licite´ sont les suivantes.
R Pour le vertex de gauche
‚ La te´trade associe´e a` q est :
Tg “ 2
?
t
Λ
1
2
g
´
p1 ` q p1 ¨ q
t
¯
“ 2
?
t
Λ
1
2
g
´
p3 ` q p3 ¨ q
t
¯
, Zg “ Q, Y, avec Λg “ Λp´t,m21,m23q,
et Xgµ “ ǫµνρσT νg Y ρZσg ;
‚ celle associe´e a` p1 est 16
t1 “ p1
m1
“ cosh ξ1 Tg ` sinh ξ1 Zg ,
z1 “ 2m1
Λ
1
2
g
ˆ
q ´ p1 p1 ¨ q
m21
˙
“ sinh ξ1 Tg ` cosh ξ1 Zg
16. Bien que les meˆmes lettres soient utilise´es pour les de´finir, les 4-vecteurs introduits ici ne doivent pas eˆtre
confondus avec ceux du couplage de la voie s !
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avec cosh ξ1 “ Λ
1
2
g
2m1
?
t
, sinh ξ1 “ t`m
2
3 ´m21
2m1
?
t
p´2 p1 ¨ q “ t`m23 ´m21q
x1 “ Xg , y1 “ Y , ǫp˘q1 “ Ep˘qg “ ¯
1?
2
rXg ˘ iY s ;
‚ et celle associe´e a` p3 est :
t3 “ p3
m3
“ cosh ξ3 Tg ´ sinh ξ3 Zg ,
z3 “ 2m3
Λ
1
2
g
ˆ
q ´ p3 p3 ¨ q
m23
˙
“ ´ sinh ξ3 Tg ` cosh ξ3 Zg
avec cosh ξ3 “ Λ
1
2
g
2m3
?
t
, sinh ξ3 “ t`m
2
1 ´m23
2m3
?
t
p2 p3 ¨ q “ t`m21 ´m23q
x3 “ Xg , y3 “ Y , ǫp˘q3 “ ǫp˘q1 “ ¯
1?
2
rXg ˘ iY s ;
Dans le re´fe´rentiel pTg, Xg, Y, Zgq, les 3-vecteurs ÝÑp1 , ÝÑq et ÝÑp3 sont tous les trois selon l’axe des
z, dans le sens positif pour les deux premiers, dans le sens ne´gatif pour le troisie`me. On passe de
la te´trade trTg s : pTg, Xg, Y, Zgqu aux te´trades tr t1 st : pt1, x1, y1, z1qu et tr t3 st : pt3, x3, y3, z3qu
au moyen des transformations de Lorentz pures rTg Ñ t1s et rTg Ñ t3s respectivement :
r t1 st “ rTg Ñ t1s rTgs, r t3 st “ rTg Ñ t3s rTgs
lesquelles s’effectuent dans le 2-plan pTg, Zgq orthogonal au 2-plan pXg, Y q et dont les repre´sentations
agissant dans l’espace des spineurs de Dirac sont
STgÑt1 “ cosh
ξ1
2
` sinh ξ1
2
γpZgq γpTgq et STgÑt3 “ cosh
ξ3
2
´ sinh ξ3
2
γpZgq γpTgq (3.73)
On notera que
γpZgq γpTgq “ γpz1q γpt1q “ γpz3q γpt3q “ 2Szg γ5 (3.74)
Notons Ugσ et Vgσ “ γ5 Ugσ les spineurs de Dirac associe´s a` la te´trade rTg s, prise comme re´fe´rence
pour le vertex de gauche. Ces spineurs sont suppose´s normalise´s selon U U “ 2. Les spineurs de
Dirac correspondant aux te´trades r t1 st et r t2 st s’en de´duisent en utilisant (3.73) et (3.74) :
① pour la particule 1
U1σ “ STgÑt1 Ugσ “ cosh
ξ1
2
Ugσ ` p2σq sinh ξ1
2
Vgσ (3.75)
② pour la particule 3
U3σ “ STgÑt3 Ugσ “ cosh
ξ3
2
Ugσ ´ p2σq sinh ξ3
2
Vgσ (3.76)
Les deux te´trades r t1 st et r t3 st peuvent eˆtre directement relie´es par la transformation de Lorentz
pure rTg Ñ t3s rTg Ñ t1s´1 s’effectuant dans le meˆme 2-plan pTg, Zq. Exprimons sa repre´sentation
sur les spineurs de Dirac. Compte tenu de (3.74), on a
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St1Ñt3 “ STgÑt3 S´1TgÑt1 “
„
cosh
ξ3
2
´ sinh ξ3
2
γpz1q γpt1q
 „
cosh
ξ1
2
´ sinh ξ1
2
γpz1q γpt1q

“ cosh ξp`q13 ´ sinh ξp`q13 γpz1q γpt1q
ou` l’on a pose´ ξ
p`q
13 “
ξ1 ` ξ3
2
. Cette expression peut eˆtre re´crite comme
St1Ñt3 “ γpT13q γpt1q avec
T13 “ cosh ξp`q13 t1 ´ sinh ξp`q13 z1 “ cosh ξp´q13 Tg ` sinh ξp´q13 Zg ou`
ξ
p´q
13 “
ξ1 ´ ξ3
2
(3.77)
Puisque γpt1qU1 “ U1, les deux spineurs (3.76) et (3.75) sont donc simplement relie´s par :
U3σ “ γpT13qU1σ (3.78)
R Pour le vertex de droite
Pour le vertex de droite, le 4-transfert est q1 “ p2´p4 “ ´q. Cependant, nous garderons le meˆme
4-vecteur q pour de´finir la te´trade de re´fe´rence associe´e a` ce vertex. Bien que cela induise une
certaine dissyme´trie entre les deux vertex, revenant a` inverser les roˆles de la particule entrante 2
et de la particule sortante 4, on en tire l’avantage que les te´trades de re´fe´rence des deux vertex
sont alors relie´es par une simple transformation de Lorentz dans le 2-plan orthogonal au 2-plan
pQ, Y q. Compte tenu de ce choix, les te´trades du vertex de droite seront de´finies comme suit.
‚ La te´trade associe´e a` q est :
Td “ 2
?
t
Λ
1
2
d
´
p2 ` q p2 ¨ q
t
¯
“ 2
?
t
Λ
1
2
d
´
p4 ` q p4 ¨ q
t
¯
, Zd “ Zg “ Q, Y,
avec Λd “ Λp´t,m22,m24q, et Xdµ “ ǫµνρσT νd Y ρZσd
Elle sera prise comme re´fe´rence pour le vertex de droite.
‚ La te´trade associe´e a` p2 est
t2 “ p2
m2
“ cosh ξ2 Td ´ sinh ξ2 Zd ,
z2 “ 2m2
Λ
1
2
d
ˆ
´q ` p2 p2 ¨ q
m22
˙
“ ´ sinh ξ2 Td ` cosh ξ2 Zd
avec cosh ξ2 “ Λ
1
2
d
2m2
?
t
, sinh ξ2 “ t`m
2
4 ´m22
2m2
?
t
p2 p2 ¨ q “ t`m24 ´m22q
x2 “ Xd , y2 “ Y , ǫp˘q2 “ Ep˘qd “ ¯
1?
2
rXd ˘ iY s ;
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‚ et celle associe´e a` p4 est :
t4 “ p4
m4
“ cosh ξ4 Td ` sinh ξ4 Zd ,
z4 “ 2m4
Λ
1
2
d
ˆ
´q ` p4 p4 ¨ q
m24
˙
“ sinh ξ4 Td ` cosh ξ4 Zd
avec cosh ξ4 “ Λ
1
2
d
2m4
?
t
, sinh ξ4 “ t`m
2
2 ´m24
2m4
?
t
p´2 p4 ¨ q “ t`m22 ´m24q
x4 “ Xd , y4 “ Y , ǫp˘q4 “ ǫp˘q2 “ ¯
1?
2
rXd ˘ iY s ;
Dans le re´fe´rentiel pTd, Xd, Y, Zdq, les 3-vecteurs ÝÑp4 , ÝÑq et ÝÑp2 sont tous les trois selon l’axe des
z, dans le sens positif pour les deux premiers, dans le sens ne´gatif pour le troisie`me. On passe de
la te´trade trTd s : pTd, Xd, Y, Zdqu aux te´trades tr t2 st : pt2, x2, y2, z2qu et tr t4 st : pt4, x4, y4, z4qu
au moyen des transformations de Lorentz pures rTd Ñ t2s et rTd Ñ t4s respectivement :
r t2 st “ rT2 Ñ t2s rTds, r t4 st “ rTd Ñ t4s rTds
lesquelles s’effectuent dans le 2-plan pTd, Zdq orthogonal au 2-plan pXd, Y q et dont les repre´sentations
agissant dans l’espace des spineurs de Dirac sont
STdÑt2 “ cosh
ξ2
2
´ sinh ξ2
2
γpZdq γpTdq et STdÑt4 “ cosh
ξ4
2
` sinh ξ4
2
γpZdq γpTdq (3.79)
On notera la relation syme´trique de (3.74) :
γpZdq γpTdq “ γpz2q γpt2q “ γpz4q γpt4q “ 2Szd γ5 (3.80)
Notons Udσ et Vdσ “ γ5 Udσ les spineurs de Dirac associe´s a` la te´trade rTd s, prise comme re´fe´rence
pour le vertex de droite, dont notera bien qu’elle est diffe´rente de la te´trade de re´fe´rence du vertex
de gauche. Ces spineurs sont aussi suppose´s normalise´s selon U U “ 2. Les spineurs de Dirac
correspondant aux te´trades r t2 st et r t4 st se de´duisent de ces spineurs de re´fe´rence en utilisant
(3.79) et (3.80) :
① pour la particule 2
U2σ “ STdÑt2 Udσ “ cosh
ξ2
2
Udσ ´ p2σq sinh ξ2
2
Vdσ (3.81)
② pour la particule 4
U4σ “ STdÑt4 Udσ “ cosh
ξ4
2
Udσ ` p2σq sinh ξ4
2
Vdσ (3.82)
Comme dans le cas du vertex de gauche, les deux te´trades r t2 st et r t4 st peuvent aussi eˆtre
directement relie´es par une transformation de Lorentz pure, a` savoir rTd Ñ t4s rTd Ñ t2s´1,
laquelle s’effectue dans 2-plan pTd, Z 1q. Compte tenu de (3.80), on a
St2Ñt4 “ STdÑt4 S´1TdÑt2 “
„
cosh
ξ4
2
` sinh ξ4
2
γpz2q γpt2q
 „
cosh
ξ2
2
` sinh ξ2
2
γpz2q γpt2q

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“ cosh ξp`q24 ` sinh ξp`q24 γpz2q γpt2q
ou` l’on a pose´ ξ
p`q
24 “
ξ2 ` ξ4
2
. Cette expression peut eˆtre re´crite comme
St2Ñt4 “ γpT24q γpt2q avec
T24 “ cosh ξp`q24 t2 ` sinh ξp`q24 z2 “ cosh ξp´q24 Td ´ sinh ξp´q24 Zd ou`
ξ
p´q
24 “
ξ2 ´ ξ4
2
(3.83)
Puisque γpt2qU2 “ U2, les deux spineurs (3.81) et (3.82) sont simplement relie´s par :
U4σ “ γpT24qU2σ (3.84)
3.3.2 Projecteurs U1 U 3 et U2 U 4 du couplage en voie t
De´finissons tout d’abord
Z13 “ cosh ξp´q13 Z ` sinh ξp´q13 Tg “ cosh ξp`q13 z1 ´ sinh ξp`q13 t1
“ cosh ξp`q13 z3 ` sinh ξp`q13 t3 et
Z24 “ cosh ξp´q24 Zd ´ sinh ξp´q24 Td “ cosh ξp`q24 z2 ` sinh ξp`q24 t2 (3.85)
“ cosh ξp`q24 z4 ´ sinh ξp`q24 t4
On ve´rifie que
γpZ13q γpT13q “ γpz1q γpt1q “ γpz3q γpt3q, γpZ24q γpT24q “ γpz2q γpt2q “ γpz4q γpt4q (3.86)
Rappelons que pour une base quelconque pT,X, Y, Zq, on a
γ5 γpX ` ip2σqY q “ p2σqγpX ` ip2σqY q γpZq γpT q
Combinant alors (3.78) et
U1σ U1σ1 “ δσ1,σ
1
2
r1` p2σqγ5 γpz1qs r1` γpt1qs ` δσ1,´σ 1
2
γ5 γpXg ` p2σqiY q r1` γpt1qs (3.87)
il n’est pas difficile de de´duire les projecteurs U1 U3 :
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U1σ U3σ1 “ U1σ U1σ1 γpT13q “ δσ1,σ
1
2
r1` γpt1qs rγpT13q ` p2σqγ5 γpZ13qs
`δσ1,´σ p2σq1
2
r1` γpt1qs γpXg ` p2σqiY q γpZ13q
“ γpT13qU3σ U3σ1 “ δσ1,σ
1
2
rγpT13q ` p2σqγ5 γpZ13qs r1` γpt3qs
`δσ1,´σ p2σq1
2
γpXg ` p2σqiY q γpZ13qr1` γpt3qs
(3.88)
Syme´triquement, on a
U2σ U4σ1 “ U2σ U2σ1 γpT24q “ δσ1,σ
1
2
r1` γpt2qs rγpT24q ` p2σqγ5 γpZ24qs
`δσ1,´σ p2σq1
2
r1` γpt2qs γpXd ` p2σqiY q γpZ24q
“ γpT24qU4σ U4σ1 “ δσ1,σ
1
2
rγpT24q ` p2σqγ5 γpZ24qs r1` γpt4qs
`δσ1,´σ p2σq1
2
γpXd ` p2σqiY q γpZ24qr1` γpt4qs
(3.89)
3.3.3 Formes biline´aires U3σ1 ΓU1σ du couplage en voie t
Nous laissons au lecteur le soin de ve´rifier les formules ci-dessous.
R Vertex de gauche
U3σ1 U1σ (3.90)
U3σ1 U1σ “ 2 δσ1,σ cosh ξp`q13
U3σ1 γ5 V1σ “ ´V3σ1 γ5 U1σ “ ´V3σ1 V1σ
—————————————————————————————
U3σ1 γ5 U1σ (3.91)
U3σ1 γ5 U1σ “ 2 p2σq δσ1,σ sinh ξp`q13
U3σ1 V1σ “ ´V3σ1 U1σ “ ´V3σ1 γ5 V1σ
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U3σ1 γµ U1σ (3.92)
U3σ1 γµ U1σ “ 2 δσ1,σ T13µ ` 2 p2σq δσ1,´σ sinh ξp`q13 pXg ` ip2σqY qµ
“ V3σ1 γµ γ5 U1σ “ V3σ1 γµ V1σ “ U3σ1 γµ γ5 V1σ
—————————————————————————————————
U3σ1 γµ γ5 U1σ (3.93)
U3σ1 γµ γ5 U1σ “ 2 δσ1,σ p2σqZ13µ ` 2 δσ1,´σ cosh ξp`q13 pXg ` ip2σqY qµ
“ V3σ1 γµ U1σ “ U3σ1 γµ V1σ “ V3σ1 γµ γ5 V1σ
—————————————————————————————————
U3σ1 σµν U1σ (3.94)
U3σ1 σµν U1σ “ δσ1,σ
r
i sinh ξ
p`q
13
“
T13µZ13ν ´ T13νZ13µ
‰
` p2σq cosh ξp`q13
”
XgµYν ´XgνYµ
ız
` ip2σqδσ1,´σ
”
Z13µpXg ` ip2σqY qν
´ Z13νpXg ` ip2σqY qµ
ı
“ ´V3σ1 σµνγ5 U1σ “ ´V3σ1 σµν V1σ “ U3σ1 σµν γ5 V1σ “ ´V3σ1 σµν V1σ
—————————————————————————————————
U3σ1 σµν γ5 U1σ (3.95)
U3σ1 σµν γ5 U1σ “ δσ1,σ
r
ip2σq cosh ξp`q13 pT13µZ13ν ´ T13νZ13µq
` sinh ξp`q13 pXµYν ´XνYµq
)z
` iδσ1,´σ
”
T13µpXg ` ip2σqY qν
´ T13νpXg ` ip2σqY qµ
ı
“ ´V3σ1 σµν U1σ “ ´V3σ1 σµν γ5 V1σ “ U3σ1 σµν V1σ “ ´V3σ1 σµν γ5 V1σ
Note : T13µZ13ν ´ T13νZ13µ “ t1µ z1ν ´ t1ν z1µ “ t3µ z3ν ´ t3ν z3µ (3.96)
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R Vertex de droite
U4σ1 U2σ (3.97)
U4σ1 U2σ “ 2 δσ1,σ cosh ξp`q24
U4σ1 γ5 V2σ “ ´V4σ1 γ5 U2σ “ ´V4σ1 V2σ
—————————————————————————————————
U4σ1 γ5 U2σ (3.98)
U4σ1 γ5 U2σ “ ´2 p2σq δσ1,σ sinh ξp`q24
U4σ1 V2σ “ ´V4σ1 U2σ “ ´V4σ1 γ5 V2σ
—————————————————————————————————
U4σ1 γµ U2σ (3.99)
U4σ1 γµ U2σ “ 2 δσ1,σ T24µ ´ 2 p2σq δσ1,´σ sinh ξp`q24 pXd ` ip2σqY qµ
“ V4σ1 γµ γ5 U2σ “ V4σ1 γµ V2σ “ U4σ1 γµ γ5 V2σ
—————————————————————————————————
U4σ1 γµ γ5 U2σ (3.100)
U4σ1 γµ γ5 U2σ “ 2 δσ1,σ p2σqZ24µ ` 2 δσ1,´σ cosh ξp`q24 pXd ` ip2σqY qµ
“ V4σ1 γµ U2σ “ U4σ1 γµ V2σ “ V4σ1 γµ γ5 V2σ
—————————————————————————————————
U4σ1 σµν U2σ (3.101)
U4σ1 σµν U2σ “ δσ1,σ
r
´ i sinh ξp`q24
“
T24µZ24ν ´ T24νZ24µ
‰
` p2σq cosh ξp`q24
“
XdµYν ´XdνYµ
‰z` ip2σqδσ1,´σ ” Z24µpXd ` ip2σqY qν
´ Z24νpXd ` ip2σqY qµ
ı
“ ´V4σ1 σµνγ5 U2σ “ ´V4σ1 σµν V2σ “ U4σ1 σµν γ5 V2σ “ ´V4σ1 σµν V2σ
Note : T24µZ24ν ´ T24νZ24µ “ t2µ z2ν ´ t2ν z2µ “ t4µ z4ν ´ t4ν z4µ (3.102)
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U4σ1 σµν γ5 U2σ (3.103)
U4σ1 σµν γ5 U2σ “ δσ1,σ
r
ip2σq cosh ξp`q24 pT24µZ24ν ´ T24νZ24µq
´ sinh ξp`q24 pXdµYν ´XdνYµq
)z
` iδσ1,´σ
”
T24µpXd ` ip2σqY qν
´ T24νpXd ` ip2σqY qµ
ı
“ ´V4σ1 σµν U2σ “ ´V4σ1 σµν γ5 V2σ “ U4σ1 σµν V2σ “ ´V4σ1 σµν γ5 V2σ
3.3.4 Couplage en voie t : cas m1 “ m3 “ m (ou m2 “ m4 “ m)
On a alors ξ
p`q
13 “ ξ1 “ ξ3 avec
cosh ξ1 “
?
t` 4m2
2m
, sinh ξ1 “
?
t
2m
(3.104)
et T13 “ Td, Z13 “ Zg. On a maintenant U3σ “ S´1TgÑt1Ugσ “ S´2TgÑt1U1σ. Les formes biline´aires
du pre´ce´dent paragraphe prennent alors les expressions ci-dessous.
R Vertex de gauche
U3σ1 U1σ (3.105)
U3σ1 U1σ “ 2 δσ1,σ cosh ξ1
U3σ1 γ5 V1σ “ ´V3σ1 γ5 U1σ “ ´V3σ1 V1σ
—————————————————————————————————
U3σ1 γ5 U1σ (3.106)
U3σ1 γ5 U1σ “ 2 δσ1,σ p2σq sinh ξ1
U3σ1 V1σ “ ´V3σ1 U1σ “ ´V3σ1 γ5 V1σ
—————————————————————————————————
U3σ1 γµ U1σ (3.107)
U3σ1 γµ U1σ “ 2 δσ1,σ Tgµ ` 2 p2σq δσ1,´σ sinh ξ1pXg ` ip2σqY qµ
“ V3σ1 γµ γ5 U1σ “ V3σ1 γµ V1σ “ U3σ1 γµ γ5 V1σ
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U3σ1 γµ γ5 U1σ (3.108)
U3σ1 γµ γ5 U1σ “ 2 δσ1,σ p2σqZgµ ` 2 δσ1,´σ cosh ξ1 pXg ` ip2σqY qµ
“ V3σ1 γµ U1σ “ U3σ1 γµ V1σ “ V3σ1 γµ γ5 V1σ
—————————————————————————————————
U3σ1 σµν U1σ (3.109)
U3σ1 σµν U1σ “ δσ1,σ
r
i sinh ξ1 rTgµZgν ´ TgνZgµs
` p2σq cosh ξ1
”
XgµYν ´XgνYµ
ız
` ip2σqδσ1,´σ
”
ZgµpXg ` ip2σqY qν
´ ZgνpXg ` ip2σqY qµ
ı
“ ´V3σ1 σµνγ5 U1σ “ ´V3σ1 σµν V1σ “ U3σ1 σµν γ5 V1σ “ ´V3σ1 σµν V1σ
—————————————————————————————————
U3σ1 σµν γ5 U1σ (3.110)
U3σ1 σµν γ5 U1σ “ δσ1,σ
r
ip2σq cosh ξ1pTgµZgν ´ TgνZgµq
` sinh ξ1pXgµYν ´XgνYµquK` iδσ1,´σ ” TgµpXg ` ip2σqY qν
´ TgνpXg ` ip2σqY qµ
ı
“ ´V3σ1 σµν U1σ “ ´V3σ1 σµν γ5 V1σ “ U3σ1 σµν V1σ “ ´V3σ1 σµν γ5 V1σ
R Vertex de droite
U4σ1 U2σ (3.111)
U4σ1 U2σ “ 2 δσ1,σ cosh ξ1
U4σ1 γ5 V2σ “ ´V4σ1 γ5 U2σ “ ´V4σ1 V2σ
—————————————————————————————————
U4σ1 γ5 U2σ (3.112)
U4σ1 γ5 U2σ “ ´2 δσ1,σ p2σq sinh ξ1
U4σ1 V2σ “ ´V4σ1 U2σ “ ´V4σ1 γ5 V2σ
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U4σ1 γµ U2σ (3.113)
U4σ1 γµ U2σ “ 2 δσ1,σ Tdµ ´ 2 p2σq δσ1,´σ sinh ξ1pXd ` ip2σqY qµ
“ V4σ1 γµ γ5 U2σ “ V4σ1 γµ V2σ “ U4σ1 γµ γ5 V2σ
—————————————————————————————————
U4σ1 γµ γ5 U2σ (3.114)
U4σ1 γµ γ5 U2σ “ 2 δσ1,σ p2σqZdµ ` 2 δσ1,´σ cosh ξ1 pXd ` ip2σqY qµ
“ V3σ1 γµ U1σ “ U3σ1 γµ V1σ “ V3σ1 γµ γ5 V1σ
—————————————————————————————————
U4σ1 σµν U2σ (3.115)
U4σ1 σµν U2σ “ δσ1,σ
r
´ i sinh ξ1 rTdµZdν ´ TdνZdµs
` p2σq cosh ξ1
“
XdµYν ´XdνYµ
‰z` ip2σqδσ1,´σ ” ZdµpXd ` ip2σqY qν
´ ZdνpXd ` ip2σqY qµ
ı
“ ´V3σ1 σµνγ5 U1σ “ ´V3σ1 σµν V1σ “ U3σ1 σµν γ5 V1σ “ ´V3σ1 σµν V1σ
—————————————————————————————————
U4σ1 σµν γ5 U2σ (3.116)
U4σ1 σµν γ5 U2σ “ δσ1,σ
r
ip2σq cosh ξ1pTdµZdν ´ TdνZdµq
´ sinh ξ1pXdµYν ´XdνYµquK` iδσ1,´σ ” TdµpXd ` ip2σqY qν
´ TdνpXd ` ip2σqY qµ
ı
“ ´V4σ1 σµν U2σ “ ´V4σ1 σµν γ5 V2σ “ U4σ1 σµν V2σ “ ´V4σ1 σµν γ5 V2σ
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3.3.5 Relations entre vertex de gauche et vertex de droite
Ayant les deux vecteurs Y etQ en commun, les te´trades de re´fe´rence pTg, Xg, Y,Qq et pTd, Xd, Y,Qq
des vertex de gauche et de droite, respectivement, sont relie´es par une tranformation de Lo-
rentz pure agissant dans le 2-plan orthogonal au 2-plan pY,Qq. Soit Θ son parame`tre, tel que
Tg ¨ Td “ coshΘ. Exprimons cette grandeur 17. Compte tenu de Td ¨ q “ 0, on a
Tg ¨ Td “ 4
Λ
1
2
13 Λ
1
2
24
p1 ¨ rt p2 ` q pp2 ¨ qqs
“ 1
Λ
1
2
13 Λ
1
2
24
“
2tps´m21 ´m22q ´ pt`m23 ´m21qpt`m24 ´m22q
‰
soit
coshΘ “ 1
Λ
1
2
13 Λ
1
2
24
“
tp2s´ t´ Σq ´ pm23 ´m21qpm24 ´m22q
‰
ou` Σ “ m21 `m22 `m23 `m24
(3.117)
On montre que
sinh2Θ “ 4s t pt´ tminqptmax ´ tq
Λ13 Λ24
ou`
tmax “ 1
2
«
s´ Σ` pm
2
2 ´m21qpm24 ´m23q
s
` Λ
1
2
12 Λ
1
2
34
s
ff
tmin “ 1
2
«
s´ Σ` pm
2
2 ´m21qpm24 ´m23q
s
´ Λ
1
2
12 Λ
1
2
34
s
ff (3.118)
les grandeurs tmax et tmin sont, respectivement, les valeurs maximum et minimum du transfert
t, impose´es par la cine´matique de la re´action 1 ` 2 Ñ 3 ` 4. Utilisant les variables relatives au
re´fe´rentiel du centre de masse, on a
t “ ´m21 ´m23 ` 2E1E3 ´ 2 pi pf cos θ avec pi “
Λ
1
2
12
2
?
s
, pf “ Λ
1
2
34
2
?
s
,
et tmax et tmin correspondent en fait a` cos θ “ ´1 et cos θ “ `1 respectivement, ce qui donne
pt´ tminqptmax ´ tq “ 4p2i p2f sin2 θ
d’ou` cette autre expression :
sinhΘ “ 4
?
s t pipf sin θ
Λ
1
2
13Λ
1
2
24
(3.119)
Calculons maintenant :
Td ¨Xg “ ǫµνρπT µd T νg Y ρQπ “
4t
Λ
1
2
13Λ
1
2
24
p
µ
2p
ν
1ǫµνρπY
ρQπ
Or, dans la base pT,X, Y, Zq attache´e au re´fe´rentiel du centre de masse de la re´action, on a
p1 “ E1T ` piZ, p2 “ E2 ´ piZ (avec E1 ` E2 “
?
s) et donc
17. Voir : C. Carimalo et al. “Nuclei as Generators of Quasireal Photons”, Phys.Rev. D10 (1974) 1561 ; C.
Carimalo, “Les noyaux comme ge´ne´rateurs de photons quasi-re´els”, The`se d’Etat, UPMC, Paris, 1977.
Christian Carimalo 122 Calcul spinoriel
Chapitre 3. Spineurs de Dirac en couplages d’he´licite´
p
µ
2 p
ν
1 ǫµνρπY
ρ “ pi
?
s ǫµνρπT
µZνY ρ “ pi
?
sXπ
et comme
?
tX ¨Q “ X ¨ pp1 ´ p3q “ ´X ¨ p3 “ pf sin θ, on en de´duit
Td ¨Xg “ ` sinhΘ
En conclusion,
Td “ coshΘTg ´ sinhΘXg (3.120)
Enfin, puisque
Xdµ “ ǫµνρπ T νd Y ρQπ “ coshΘ ǫµνρπ T νg Y ρQπ ´ sinhΘ ǫµνρπXνdY ρQπ
et puisque Xgµ “ ǫµνρπ T νg Y ρQπ, Tgµ “ ǫµνρπ XνdY ρQπ
on a aussi
Xd “ coshΘXg ´ sinhΘTg (3.121)
Les relations (3.120) et (3.121) de´finissent la transformation de Lorentz entre les deux vertex,
laquelle est, pour ce couplage de la voie t, l’analogue de la rotation RY pθq pour le couplage dans
la voie s. Sa repre´sentation spinorielle est
STdÑTg “ cosh
Θ
2
´ sinh Θ
2
γpXgqγpTgq (3.122)
Compte tenu des relations ge´ne´rales γpXq γpT q “ 2Sxγ5 et SxUσ “ 1
2
U´σ, le spineur de re´fe´rence
Ud du vertex de droite se de´duit ainsi de celui Ug du vertex de gauche par la relation
Udσ “ STdÑTg Ugσ “ cosh
Θ
2
Ugσ ´ sinh Θ
2
Vg´σ (3.123)
On remarquera que puisque γpYgqγpZgq “ γpYdq γpZdq “ γpY q γpQq, c’est la composante suivant
l’axe “x” du spin associe´ a` Td ou a` Tg qui est conserve´e dans le passage d’un vertex a` l’autre :
γpXdq γpTdq “ γpXgq γpTgq, donc Sdx “ Sgx (3.124)
Notons que l’ope´rateur (3.122) peut eˆtre mis sous la forme
STdÑTg “ γpTgdqγpTgq ou` Tgd “ cosh
Θ
2
Tg ´ sinh Θ
2
Xg
de sorte que la relation entre Ud et Ug peut eˆtre exprime´e comme
Udσ “ γpTgdqγpTgqUgσ ” γpTgdq Ugσ (3.125)
A partir de (3.123), ou de (3.125), et de (3.36), on de´duit les formes biline´aires Udσ1 ΓUgσ :
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Udσ1 Ugσ “ 2 δσ1,σ cosh
Θ
2
, Udσ1 γ5 Ugσ “ 2 δσ1,´σ sinh
Θ
2
Udσ1 γµ Ugσ “ 2 δσ1,σ
s
cosh
Θ
2
Tgµ ´ sinh Θ
2
rXg ` ip2σqY sµ
{
´p2σq2δσ1,´σ Zgµ
Udσ1 γµ γ5 Ugσ “ 2 δσ1,σp2σq cosh
Θ
2
Zgµ ` 2δσ1,´σ
s
cosh
Θ
2
rXg ` ip2σqY sµ
´ sinh Θ
2
Tgµ
{
Udσ1 σµν Ugσ “ δσ1,σ
s
p2σq cosh Θ
2
rXgµYν ´XgνYµs
` i sinh Θ
2
!
Tgµ rXg ` ip2σqY sν ´ Tgν rXg ` ip2σqY sµ
){
`ip2σqδσ1,´σ
s
cosh
Θ
2
!
Zgµ rXg ` ip2σqY sν ´ Zgν rXg ` ip2σqY sµ
)
` sinh Θ
2
!
TgµZgν ´ TgνZgµ
){
Udσ1 σµν γ5 Ugσ “ ip2σqδσ1,σ
s
cosh
Θ
2
”
TgµZgν ´ TgνZgµ
ı
` sinh Θ
2
!
Zgµ rXg ` ip2σqY sν ´ Zgν rXg ` ip2σqY sµ
){
`iδσ1,´σ
s
cosh
Θ
2
!
Tgµ rXg ` ip2σqY sν ´ Tgν rXg ` ip2σqY sµ
)
`p2σq sinh Θ
2
”
XgµYν ´XgνYµ
ı{
(3.126)
3.3.6 Formes biline´aires U2σ1 ΓU1σ du couplage en voie t
Pour exprimer ces formes, nous proce`derons comme au paragraphe 3.2.4. Ecrivons :
U2σ1 ΓU1σ “ cosh
ξ2
2
cosh
ξ1
2
Udσ1 ΓUgσ ` p2σqp2σ1q sinh ξ2
2
sinh
ξ1
2
Udσ1 γ5 Γ γ5Ugσ
`p2σq cosh ξ2
2
sinh
ξ1
2
Udσ1 Γ γ5Ugσ ` p2σ1q sinh ξ2
2
cosh
ξ1
2
Udσ1 γ5 ΓUgσ
et distinguons le cas ou` Γ commute avec γ5 de celui ou` Γ anticommute avec γ5. Pour simplifier
l’e´criture, nous poserons ici encore c`“ cosh ξp`q12 , c´“ cosh ξp´q12 , s`“ sinh ξp`q12 , s´“ sinh ξp´q12
avec les de´finitions
ξ
p`q
12 “
ξ1 ` ξ2
2
, ξ
p´q
12 “
ξ1 ´ ξ2
2
(3.127)
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① Γ commute avec γ5
U2σ1 ΓU1σ “ δσ1,σ
 
c`Udσ ΓUgσ ` p2σqs` Udσ Γ γ5 Ugσ
(
` δσ1,´σ
 
c´ Ud´σ ΓUgσ ` p2σqs´ Ud´σ Γ γ5 Ugσ
(
(3.128)
② Γ anticommute avec γ5
U2σ1 ΓU1σ “ δσ1,σ
 
c´Udσ ΓUgσ ` p2σqs´ Udσ Γ γ5 Ugσ
(
` δσ1,´σ
 
c` Ud´σ ΓUgσ ` p2σqs` Ud´σ Γ γ5 Ugσ
(
(3.129)
D’ou` les formes biline´aires cherche´es :
U2σ1 U1σ (3.130)
U2σ1 U1σ “ 2 δσ1,σ c` cosh
Θ
2
` 2 p2σq δσ1,´σ s´ sinh Θ
2
———————————————————————————————
U2σ1 γ5 U1σ (3.131)
U2σ1 γ5 U1σ “ 2 δσ1,σp2σqs` cosh
Θ
2
` 2 δσ1,´σ c´ sinh Θ
2
———————————————————————————————
U2σ1 γµ U1σ (3.132)
U2σ1 γµ U1σ “ 2 δσ1,σ
s
c´
"
cosh
Θ
2
Tgµ ´ sinh Θ
2
rXg ` ip2σqY sµ
*
`s´ cosh Θ
2
Zgµ
{
` 2 p2σqδσ1,´σ
s
s`
"
cosh
Θ
2
rXg ` ip2σqY sµ
´ sinh Θ
2
Tgµ
*
´ c` Zgµ
{
———————————————————————————————
U2σ1 γµ γ5 U1σ (3.133)
U2σ1 γµ γ5 U1σ “ 2 p2σq δσ1,σ
s
c´ cosh
Θ
2
Zgµ ` s´
"
cosh
Θ
2
Tgµ
´ sinh Θ
2
rXg ` ip2σqY sµ
*{
` 2 δσ1,´σ
s
c`
"
cosh
Θ
2
rXg ` ip2σqY sµ
´ sinh Θ
2
Tgµ
*
´ s` Zgµ
{
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U2σ1 σµν U1σ (3.134)
U2σ1 σµν U1σ “ δσ1,σ
s
c`
"
p2σq cosh Θ
2
rXgµYν ´XgνYµs
` i sinh Θ
2
”
Tgµ rXg ` ip2σqY sν ´ Tgν rXg ` ip2σqY sµ
ı*
`is`
"
cosh
Θ
2
”
TgµZgν ´ TgνZgµ
ı
` sinh Θ
2
”
Zgµ rXg ` ip2σqY sν
´Zgν rXg ` ip2σqY sµ
ı)z
` ip2σqδσ1,´σ
s
c´
"
cosh
Θ
2
!
Zgµ rXg ` ip2σqY sν
´Zgν rXg ` ip2σqY sµ ` sinh
Θ
2
”
TgµZgν ´ TgνZgcµ
ı*
`s´
"
p2σq cosh Θ
2
”
Tgµ rXg ` ip2σqY sν ´ Tgν rXg ` ip2σqY sµ
ı
` sinh Θ
2
”
XgµYν ´XgνYµ
ı*{
———————————————————————————————————
U2σ1 σµν γ5 U1σ (3.135)
U2σ1 σµν γ5 U1σ “ p2σqδσ1,σ
s
ic`
"
cosh
Θ
2
rTgµZgν ´ TgνZgcµs
` sinh Θ
2
”
Zgµ rXg ` ip2σqY sν ´ Zgν rXg ` ip2σqY sµ
ı*
`s`
"
p2σq cosh Θ
2
rXgµYν ´XgνYµs ` i sinh Θ
2
”
Tgµ rXg ` ip2σqY sν
´ Tgν rXg ` ip2σqY sµ
ı)z
` iδσ1,σ
s
c´
"
cosh
Θ
2
”
Tgµ rXg ` ip2σqY sν
´Tgν rXg ` ip2σqY sµ
ı
` p2σq sinh Θ
2
”
XgµYν ´XgνYµ
ı*
`s´
"
cosh
Θ
2
”
Zgµ rXg ` ip2σqY sν ´ Zgν rXg ` ip2σqY sµ
ı
` sinh Θ
2
”
TgµZgν ´ TgνZgµ
ı*{
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3.4 Cas ou` toutes les masses sont e´gales, puis nulles
Conside´rons maintenant le cas ou` les quatre particules de spin 1/2 qui participent a` la re´action
1 ` 2 Ñ 3 ` 4 ont la meˆme masse m, masse que nous ferons tendre vers ze´ro par la suite. Tout
d’abord, pre´cisons encore les notations qui seront utilise´es. Dans le couplage en voie s, la base de
re´fe´rence de l’e´tat initial est
T “ p1 ` p2?
s
, Zi “ p1 ´ p2
β
?
s
, avec s “ pp1 ` p2q2, β “
c
1´ 4m
2
s
Yµ9 ǫµνρω pν1 pν2 pω3 , Xiµ “ ǫµνρωT νY ρZωi (3.136)
Le vecteur Y e´tant en fait de´fini comme en (3.20). Dans ce meˆme couplage, la base de re´fe´rence
de l’e´tat final est
T “ p3 ` p4?
s
, Zf “ p3 ´ p4
β
?
s
, Y, Xf “ ǫµνρωT νY ρZωf , et l1on a
Zf “ Zi cos θ ` sin θXi, Xf “ ´Zi sin θ ` cos θXi (3.137)
Cette base (3.137) s’obtient a` partir de la premie`re (3.136) par une rotation d’angle θ autour de
l’axe Y . Rappelons que
t1 “ T coshχ` Zi sinhχ, zpsq1 “ T sinhχ` Zi coshχ,
t2 “ T coshχ´ Zi sinhχ, zpsq2 “ T sinhχ´ Zi coshχ,
t3 “ T coshχ` Zf sinhχ, zpsq3 “ T sinhχ` Zf coshχ, (3.138)
t4 “ T coshχ´ Zf sinhχ, zpsq4 “ T sinhχ´ Zf coshχ,
ou` coshχ “
?
s
2m
, sinhχ “ β
?
s
2m
Dans le couplage en voie t, la base de re´fe´rence du vertex de gauche est
Tg “ p1 ` p3?
t` 4m2 , Zg “
p1 ´ p3?
t
, Y, Xgµ “ ǫµνρωT νg Y ρZωg , avec
t “ ´pp1 ´ p3q2 “ sβ2 sin2 θ
2
(3.139)
Celle du vertex de droite est
Td “ p2 ` p4?
t` 4m2 , Zd “
p4 ´ p2?
t
“ Zd, Y, Xdµ “ ǫµνρωT νd Y ρZωd (3.140)
Et l’on e´crit
t1 “ Tg cosh ξ ` Zg sinh ξ, zptq1 “ Tg sinh ξ ` Zg cosh ξ,
t3 “ Tg cosh ξ ´ Zg sinh ξ, zptq3 “ ´Tg sinh ξ ` Zg cosh ξ,
t2 “ Td cosh ξ ´ Zd sinh ξ, zptq2 “ ´Td sinh ξ ` Zd cosh ξ, (3.141)
t4 “ Td cosh ξ ` Zd sinh ξ, zptq4 “ Td sinh ξ ` Zd cosh ξ,
ou` cosh ξ “
?
t` 4m2
2m
, sinhχ “
?
t
2m
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Bien entendu, nous excluons ici les situations ou` θ “ 0 ou bien θ “ π. Sous cette condition, on
trouve les de´compositions
Tg “ T coshΥ` sinhΥ
„
Zi cos
θ
2
`Xi sin θ
2

,
Xg “ T sinhΥ` coshΥ
„
Zi cos
θ
2
`Xi sin θ
2

,
Td “ T coshΥ´ sinhΥ
„
Zi cos
θ
2
`Xi sin θ
2

,
Xd “ ´T sinhΥ` coshΥ
„
Zi cos
θ
2
`Xi sin θ
2

,
Zg “ Zd “ Zi sin θ
2
´Xi cos θ
2
, (3.142)
avec coshΥ “
c
s
t` 4m2 , sinhΥ “ β cos
θ
2
c
s
t` 4m2
desquelles il ressort que la te´trade trTg s : Tg, Xg, Y, Zgu se de´duit de la te´trade trT si : T,Xi, Y, Ziu
par une transformation de Lorentz pure de rapidite´ Υ dans le 2-plan pT,Xq, suivie d’une rotation
d’angle ψ “ θ ´ π
2
autour de l’axe Y . On remarque que
coshΥ “ coshχ
cosh ξ
quec
t` 4m2
s
Xg “ Tβ cos θ
2
` Zi cos θ
2
`Xi sin θ
2
(3.143)
et que Υ “ Θ{2 ou` Θ est le parame`tre de´fini en (3.117), ou` les masses sont prises toutes e´gales a`
m.
Les te´trades associe´es, par exemple a` la particule 1, dans les deux types de couplage, en voie s
et en voie t, ont en commun les deux vecteurs t1 et Y . On doit donc passer de l’une a` l’autre par
une rotation autour de l’axe Y , dans le 2-plan orthogonal au 2-plan pt1, Y q. Les formules ci-apre`s
permettent d’obtenir, a` 2π pre`s, l’angle de cette rotation. On a
z
ptq
1 ¨Xi “ ´ sinh ξ sinhΥ sin
θ
2
“ 2m?
s
coshΥ cos
θ
2
z
ptq
1 ¨ zpsq1 “ sinhχ sinh ξ coshΥ´ cos
θ
2
coshχ sinh ξ ´ sin θ
2
coshχ cosh ξ “ ´ sin θ
2
coshΥ, et
Xg ¨Xi “ ´ sin θ
2
coshΥ, Xg ¨ zpsq1 “ ´
2m?
s
coshΥ cos
θ
2
On peut donc e´crire (x
psq
1 “ Xi)
z
ptq
1 “ zpsq1 cosψ1 ` xpsq1 sinψ1, xptq1 “ Xg “ ´zpsq1 sinψ1 ` xpsq1 cosψ1, avec
cosψ1 “ sin θ
2
coshΥ, sinψ1 “ ´2m?
s
coshΥ cos
θ
2
(3.144)
On trouve de meˆme
z
ptq
3 “ ´zpsq3 cosψ1 ` xpsq3 sinψ1, xptq3 “ Xg “ ´zpsq3 sinψ1 ´ xpsq3 cosψ1,
soit ψ3 “ π ´ ψ1,
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puis (x
psq
2 “ ´Xi, xpsq4 “ ´Xf)
z
ptq
2 “ ´zpsq2 cosψ1 ´ xpsq2 sinψ1, xptq2 “ Xd “ zpsq2 sinψ1 ´ xpsq2 cosψ1,
soit ψ2 “ π ` ψ1,
z
ptq
4 “ zpsq4 cosψ1 ´ xpsq4 sinψ1, xptq4 “ Xd “ zpsq4 sinψ1 ` xpsq4 cosψ1,
soit ψ4 “ 2π ´ ψ1,
et l’on observe les relations (a` 2π pre`s)
ψ2 ´ ψ1 “ ψ4 ´ ψ3 “ π, ψ2 ` ψ3 “ ψ1 ` ψ4 “ 2π
Lesdites rotations e´tant planes, on peut e´videmment utiliser la formule (2.91) du chapitre 2 pour
exprimer, au signe pre`s, les matrices qui les repre´sentent, par exemple,
L1 “ Lpr t1 str t1 s´1s q “
1
Tr
`r t1 str t1 s´1s ˘
”
γpt1qγpt1q ´ γpxpsq1 qγpxptq1 q ´ γpY qγpY q
´γpzpsq1 qγpzptq1 q
ı
“ ˘
„
cos
ψ1
2
` sin ψ1
2
γpzpsq1 qγpxpsq1 q

(3.145)
D’un autre coˆte´, on a
r t1 st “
”
Tg Ñ tptqξ
ı
rTg s, r t1 ss “
”
T Ñ tpsqχ
ı
rT s, et
r t1 str t1 s´1s “
”
Tg Ñ tptqξ
ı
L
”
T Ñ tpsqχ
ı´1
avec L “ rTg srT s´1,
t
ptq
ξ “ Tg cosh ξ ` Zg sinh ξ, tpsqχ “ T coshχ` Z sinhχ
On a
L´1
”
Tg Ñ tptqξ
ı
L “
”
T Ñ tpsqξ
ı
, et donc r t1 str t1 s´1s “ L
”
T Ñ tpsqξ´χ
ı
Comme explique´ plus haut, la transformation L est le produit d’une transformation Lorentz pure
dans le 2-plan pT,Xq et d’une rotation autour de l’axe Y . En repre´sentation spinorielle de Dirac,
on a donc
L1 “
„
cos
ψ
2
` sin ψ
2
γpZqγpXq
 „
cosh
Υ
2
` sinh Υ
2
γpXqγpT q

ˆ
ˆ
„
cosh
χ´ ξ
2
´ sinh χ´ ξ
2
γpZqγpT q

(3.146)
Il est instructif, bien que fastidieux, de montrer que l’expression (3.146) est e´quivalente a` l’ex-
pression (3.145). Ceci est fait en appendice.
Le fait important ici est que lorsque mÑ 0, ψ1 Ñ 0, ψ2 Ñ π, ψ3 Ñ π, ψ4 Ñ 2π, a` 2π pre`s. Par
conse´quent, a` la limite des masses nulles, on a, aux signes pre`s, les e´quivalences
U
ptq
1σ
» U psq1σ , U
ptq
2σ
» p2σqU psq2´σ , U
ptq
3σ
» p2σqU psq3´σ , U
ptq
4σ
» U psq4σ (3.147)
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Il en re´sulte que, pour obtenir les formes biline´aires dans les deux types de couplage lorsque
m “ 0, il suffit de conside´rer uniquement les formules e´tablies dans le couplage en voie s 18. A
cette fin, il faut tout d’abord utiliser des spineurs normalise´s selon U U “ 2m puis poser m “ 0
dans les expressions obtenues pour les projecteurs ou les formes biline´aires. On trouve ainsi les
expressions ci-apre`s.
U2σ1 U1σ “ ´
?
s p2σq δσ1,´σ “ p2σqU2σ1 γ5 U1σ
U2σ1 γµ U1σ “ δσ1,σ
?
s pX ` 2iσY qµ “ p2σqU2σ1 γµ γ5 U1σ
U2σ1 σµν U1σ “ ´δσ1,´σ
?
s
2
r
ip2σq rTµZν ´ TνZµs ` pXµYν ´XνYµq
z
“ p2σqU2σ1 σµν γ5 U1σ
(3.148)
Le tableau (3.148) indique qu’a` la limite m “ 0, on a la relation U2σ1Γγ5 U1σ “ p2σqU2σ1ΓU1σ.
Ce re´sultat me´rite une explication. Conside´rons une particule de spin 1/2, de 4-impulsion p et de
masse m. Il est toujours possible de de´finir une base de re´fe´rence tT,X, Y, Zu telle que la te´trade
tr t s : t, x, y, zu associe´e a` p puisse s’e´crire
t “ p
m
“ T coshχ` Z sinhχ, z “ T sinhχ` Z coshχ, x “ X, y “ Y
ou` coshχ “ E
m
, sinhχ “ E
m
β, avec β “
c
1´ m
2
E2
(3.149)
soit eχ “ E
m
p1` βq, e´χ “ m
E
1
1` β
Les spineurs Uσ de ladite particule ve´rifiant
SzUσ “ 1
2
γ5γpzqγptqUσ “ σ Uσ, γptqUσ “ Uσ,
on a
γpt˘ zqUσ “ e˘χ γpT ` ZqUσ “ r1˘ p2σqγ5sUσ (3.150)
d’ou` l’on de´duit qu’a` la limite m “ 0 (e´χ Ñ 0), les spineurs deviennent vecteurs propres de la
chiralite´ γ5 :
γ5 Uσ » p2σqUσ (3.151)
ce qui se traduit aussi par la relation Vσ » p2σqUσ, d’ou` le re´sultat en question.
18. On notera le changement du signe de l’he´licite´ des particules 2 et 3 d’un couplage a` l’autre.
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U3σ1 U1σ “ ´p2σq δσ1,´σ
?
t “ p2σqU3σ1 γ5 U1σ
U3σ1 γµ U1σ “ δσ1,σ
?
t
s
rTµ ` Zµs cot θ
2
` pX ` 2iσY qµ
{
“ p2σqU3σ1 γµ γ5 U1σ
U3σ1 σµν U1σ “ δσ1,´σ
?
t
2
s
ip2σq cot θ
2
”
pT ` ZqµpX ` 2iσY qν
´ pT ` ZqνpX ` 2iσY qµ
ı
´ pXµYν ´XνYµq ´ p2σq ipTµZν ´ TνZµq
z
“ p2σqU3σ1 σµν γ5 U1σ
(3.152)
Dans les deux tableaux (3.148) et (3.152), la forme biline´aire vectorielle s’exprime uniquement a`
l’aide des vecteurs de polarisations circulaires correspondant au couplage d’he´licite´ qui apparaˆıt
le plus naturel entre les deux particules conside´re´es. Ainsi, pour les particules 1 et 2, couple´es
naturellement en voie s, lesdits vecteurs de polarisation sont
ǫ
pλq
psq “ ´λ
1?
2
rX ` iλY s , et l1on a
U2σ1 γµ U1σ “ ´p2σq δσ1,σ
?
2s
”
ǫ
p2σq
psq
ı
µ
(3.153)
Pour les particules 1 et 3, couple´es naturellement en voie t, les vecteurs de polarisation font
intervenir Xg. Or, d’apre`s (4.94), pour m “ 0 on a
Xg “ X ` cot θ
2
pT ` Zq, et
Xg ` ip2σqY “ cot θ
2
pT ` Zq `X ` ip2σqY “ ´p2σq ǫp2σqptq , d1ou` (3.154)
U3σ1 γµ U1σ “ ´p2σq δσ1,σ
?
2t
”
ǫ
p2σq
ptq
ı
µ
Le lecteur ve´rifiera que l’on a un re´sultat similaire pour les formes biline´aires vectoriellesU4σ1 γµ U1σ
et U3σ1 γµ U2σ, pour lesquelles on a cette fois une re´miniscence de couplage “en voie u”. Ainsi,
U4σ1 γµ U1σ “ ´p2σq δσ1,σ
?
2u
”
ǫ
p2σq
puq
ı
µ
, U3σ1 γµ U2σ “ ´p2σq δσ1,σ
?
2u
”
ǫ1p2σqpuq
ı
µ
,
avec ´
?
2 p2σq ǫp2σqpuq “ Xu ` ip2σqY, Xu “ X ´ tan
θ
2
pT ` Zq, (3.155)
´
?
2 p2σq ǫ1p2σqpuq “ X 1u ` ip2σqY, X 1u “ X ` tan
θ
2
pT ´ Zq,
u “ s cos2 θ
2
Christian Carimalo 131 Calcul spinoriel
Chapitre 3. Spineurs de Dirac en couplages d’he´licite´
3.5 Couplage syme´trique
Lorsque le nombre de particules apparaissant dans l’e´tat final d’une re´action est supe´rieur a` deux,
il est pre´fe´rable d’utiliser un couplage d’he´licite´ plus syme´trique pour cet e´tat final. Notons ici
encore T, X, Y, Z les vecteurs de base de´finissant le re´fe´rentiel du centre de masse de la re´action.
Relativement a` cette base, l’impulsion p d’une particule de masse m participant a` la re´action
s’e´crit
p “ TE ` qZ cos θ ` q sin θ pX cosϕ` Y sinϕq (3.156)
avec q “ ?E2 ´m2. Associons a` T la triade de 4-vecteurs du genre espace X 1, Y 1, Z 1 de´finis par
X 1 “ ´Z sin θ ` cos θ pX cosϕ` Y sinϕq , Y 1 “ ´X sinϕ` Y cosϕ
Z 1 “ Z cos θ ` sin θ pX cosϕ` Y sinφq (3.157)
On re´alise un couplage d’he´licite´ entre T et p en associant a` p la base :
t “ p
m
, x “ X 1, y “ Y 1, z “ T sinhχ` Z 1 coshχ, ou`
coshχ “ E
m
, sinhχ “ q
m
“ β E
m
, avec β “
c
1´ m
2
E2
(3.158)
Ce couplage, du type couplage en voie s, est comple`tement syme´trique vis-a`-vis des particules
de l’e´tat final. Le choix du re´fe´rentiel du centre de masse comme re´fe´rence garantit la proprie´te´
de covariance qui est requise pour la de´finition d’une he´licite´ invariante. Le cas d’un e´tat final
a` 3 particules a e´te´ aborde´ au chapitre 1. La transformation de Lorentz L permettant de passer
de ladite base de re´fe´rence pT,X, Y, Zq a` la base d’he´licite´ pt, x, y, zq est le produit de trois
transformations : une transformation de Lorentz pure HZpχq de rapidite´ χ le long de l’axe Z,
suivie d’une rotation RY pθq d’angle θ autour de l’axe Y , elle-meˆme suivie d’une rotation RZpϕq
d’angle ϕ autour de l’axe Z. En repre´sentation spinorielle de Dirac :
L “ RZpϕqRY pθqHZpχq, avec
RZpϕq “ cos ϕ
2
´ 2i sin ϕ
2
SZ “ cos ϕ
2
` sin ϕ
2
γpXqγpY q,
RY pθq “ cos θ
2
´ 2i sin θ
2
SY “ cos θ
2
` sin θ
2
γpZqγpXq,
HZpχq “ cosh χ
2
` 2 sinh χ
2
γ5SZ “ cosh χ
2
` sinh χ
2
γpZqγpT q
(3.159)
Dans la repre´sentation spinorielle a` deux dimensions, ces transformations sont de´crites par les
matrices
R
p2q
Z pϕq “ cos
ϕ
2
´ i sin ϕ
2
Z„ rT , Rp2qY pθq “ cos θ2 ´ i sin θ2 Y„ rT ,
H
p2q
Z pχq “ cosh
χ
2
` sinh χ
2
Z„ rT
(3.160)
et la trace de leur produit Lp2q est calcule´e comme suit :
TrLp2q “ 2a0 “ TrrT srT s´1Rp2qZ pϕqRp2qY pθqHp2qZ pχq
“ Tr
”
cos
ϕ
2
´ i sin ϕ
2
τ3
ı „
cos
θ
2
´ i sin θ
2
τ2
 ”
cosh
χ
2
` sinh χ
2
τ3
ı
Christian Carimalo 132 Calcul spinoriel
Chapitre 3. Spineurs de Dirac en couplages d’he´licite´
“ 2 cos θ
2
”
cosh
χ
2
cos
ϕ
2
´ i sinh χ
2
sin
ϕ
2
ı
On a donc
a0 “ cos θ
2
”
cosh
χ
2
cos
ϕ
2
´ i sinh χ
2
sin
ϕ
2
ı
et
2|a0|2 “ cos2 θ
2
r coshχ` cosϕ s (3.161)
La transformation pT,X, Y, Zq Ñ pt, x, y, zq n’est pas plane et c’est pourquoi le parame`tre a0
posse`de une partie imaginaire. Pour χ ‰ 0, cette partie imaginaire est imputable a` la rotation
RZpϕq 19. Utilisant la formule (7.98) de I.T.L, la matrice L dans (3.159) peut eˆtre re´crite sous la
forme 20
L “
cosh
χ
2
cos
ϕ
2
´ i sinh χ
2
sin
ϕ
2
γ5
2 cos
θ
2
rcoshχ` cosϕs
ˆ
ˆ
”
γptqγpT q ´ γpxqγpXq ´ γpyqγpY q ´ γpzqγpZq
ı
(3.162)
Notons Uσ les spineurs de Dirac associe´s a` la te´trade d’he´licite´ r t s de p et ayant la normalisation
Uσ1 Uσ “ 2 δσ1,σ. On les obtient en appliquant la matrice L aux spineurs de Dirac associe´s au
re´fe´rentiel de re´fe´rence (te´trade rT s), note´s U0σ et normalise´s de la meˆme fac¸on : Uσ “ LU0σ.
On peut aussi les relier plus simplement aux spineurs de Dirac U 1σ associe´s a` la te´trade d’he´licite´
trT s1 : T,X 1, Y 1, Z 1u, de´finis par
U 1σ “ RZpϕqRY pθqU0σ
“ cos θ
2
e´iσϕ U0σ ` p2σq sin
θ
2
eiσϕ U0´σ, et l
1on a (3.163)
Uσ “ cosh χ
2
U 1σ ` p2σq sinh
χ
2
V 1σ
Si la particule conside´re´e est de spin 1/2, ses spineurs sont de´finis comme ci-dessus. S’il s’agit d’un
photon re´el ou d’un gluon, sa 4-impulsion k est du genre lumie`re et de la forme k “ EpT ` Z 1q.
Ses vecteurs de polarisations circulaires sont
ǫpλq “ ´ 1?
2
pλx` iyq (3.164)
x et y e´tant de´finis comme dans (3.158). Notons ici la relation
x “ X cosϕ` Y sinϕ´ `Z ` Z 1˘ tan θ
2
(3.165)
qui permet de re´crire ces vecteurs comme
ǫpλq “ Epλq expp´iλϕq ` λ?
2
tan
θ
2
“pT ` Z 1q ´ pT ´ Zq‰ ou`
Epλq “ ´ 1?
2
rλX ` iY s (3.166)
19. A ce propos, le lecteur ve´rifiera que la transformation r t3 ssr t1 s´1s est plane.
20. En explicitant les 4-vecteurs dans (3.162), le lecteur ve´rifiera aussi, en usant abondamment de la relation
γ5 “ iγpXqγpY qγpZqγpT q, que l’expression obtenue co¨ıncide bien avec le de´veloppement du produit (3.159).
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Si l’on conside`re des amplitudes issues de la the´orie e´lectro-faible ou de la Chromodynamique
Quantique, celles-ci e´tant invariantes de jauge vis-a`-vis du photon ou du gluon, on peut ignorer le
terme9pT`Z 1q9 k dans l’expression ci-dessus et rede´finir les vecteurs de polarisations circulaires
par
ǫpλq “ expp´iλϕq
”
Epλq ` ξpT ´ Zq
ı
, ou`
ξ “ ´ λ?
2
tan
θ
2
exppiλϕq (3.167)
Il est facile de ve´rifier que ces nouveaux vecteurs sont encore orthogonaux a` la fois a` k et a` T ´Z.
Pour les applications dans le domaine dit “ultra-relativiste”, celui des tre`s hautes e´nergies pour
lesquelles E " m, il peut eˆtre utile de pouvoir distinguer nettement, parmi les composantes de
spineurs, celles qui sont les plus importantes dans ce domaine (les “grandes composantes”) de
celles pouvant y eˆtre ne´glige´es (les “petites composantes”). Comme nous allons le voir, l’utilisation
conjointe de la parame´trisation (3.163) et de projecteurs de chiralite´ permet d’effectuer une telle
distinction, ou` la rapidite´ χ, de´finie en (3.158), est de´terminante ; et ce, tout en e´vitant d’avoir a`
donner une repre´sentation explicite des spineurs, en donnant de surcroˆıt la possibilite´ de controˆler
efficacement les approximations effectue´es.
Au spineur (3.163), appliquons le projecteur de chiralite´
1
2
r1` η γ5s ou` η “ ˘1. On obtient
1
2
r1` η γ5s Uσ “ 1
2
r1` η γ5s
”
cosh
χ
2
` ηp2σq sinh χ
2
ı
U 1σ
Choisissons η “ ˘p2σq et posons P p˘qσ “ 1
2
r1˘ p2σq γ5s. Il vient
P p`qσ Uσ “ eχ{2 P p`qσ U 1σ , P p´qσ Uσ “ e´χ{2 P p´qσ U 1σ
Pour E " m, on a clairement eχ{2 " e´χ{2, et l’on voit que la de´composition d’un spineur en spi-
neurs propres de la chiralite´, qui revient a` une de´composition de Weyl dans la repre´sentation ini-
tiale des spineurs, permet de faire une distinction claire entre composantes, dans leurs comporte-
ments a` tre`s haute e´nergie. Dore´navant, nous utiliserons des spineurs normalise´s selon U U “ 2m,
tout en gardant pour les spineurs U 1 la normalisation U 1 U 1 “ 2. Nous poserons
U p˘qσ “ P p˘qσ Uσ “
?
me˘χ{2 P p˘qσ U
1
σ , et
Uσ “ U p`qσ ` U p´qσ (3.168)
Manifestement, les spineurs U p˘q ne de´pendent de l’e´nergie E que par les facteurs
?
me˘χ{2. On
a
eχ “ coshχ` sinhχ “ E
m
p1` βq, et
?
meχ{2 “
a
Ep1 ` βq, ?me´χ{2 “ ma
Ep1` βq (3.169)
Du point de vue de leurs de´pendances vis-a`-vis de l’e´nergie, il y a donc un rapport m{E entre
U p´q et U p`q, le premier spineur portant ainsi les petites composantes du spineur U , tandis que
le second en porte les grandes. Il est aussi inte´ressant de noter le fait suivant. On a
U p˘qσ “
?
me˘χ{2 P p˘qσ U
1
σ “
?
me˘χ{2RZpϕqRY pθqP p˘qσ U0σ, et
P p˘qσ U0σ “
1
2
r1˘ 2γ5SZ sU0σ ” 1
2
γpT ˘ ZqU0σ ; or,
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RY pθqγpT ˘ Zq “ cos θ
2
γpT ˘ Zq ´ sin θ
2
γpT ¯ Zq2iSY , de sorte que
U p˘qσ “
1
2
?
me˘χ{2RZpϕq
"
cos
θ
2
γpT ˘ ZqU0σ ` p2σq sin θ
2
γpT ¯ ZqU0´σ
*
(3.170)
On voit alors qu’en appliquant γpT ˘ Zq aux spineurs “chiraux” U p˘q, on peut se´lectionner
d’autres termes dans les spineurs. On a en effet :
γpT ´ ZqU p`qσ “
a
Ep1` βqRZpϕq cos θ
2
r1´ p2σqγ5s U0σ
γpT ` ZqU p`qσ “ p2σq
a
Ep1 ` βqRZpϕq sin θ
2
r1´ p2σqγ5s U0´σ
γpT ` ZqU p´qσ “
ma
Ep1` βq RZpϕq cos
θ
2
r1` p2σqγ5s U0σ
γpT ´ ZqU p´qσ “ p2σq
ma
Ep1 ` βq RZpϕq sin
θ
2
r1` p2σqγ5s U0´σ
Dans une configuration de haute e´nergie et de petit angle de diffusion θ, les projections ci-dessus
se classent respectivement en terme d’ordre ze´ro pour la premie`re, termes d’ordre 1 pour la
seconde et la troisie`me 21.
Etant donne´ deux particules de spin 1/2 e´tiquete´es par les indices piq et pjq, conside´rons les formes
biline´aires F “ Ujpǫjqσj ΓUi
pǫiq
σi
. Comme
γ5 Ui
pǫiq
σi
“ ǫip2σiqUipǫiqσi , il vient ǫip2σiqF “ Uj
pǫjq
σj
Γ γ5 Ui
pǫiq
σi
“ ´ǫ ǫjp2σjqF
avec ǫ “ `1 ou ǫ “ ´1, selon que Γ commute ou anti-commute avec γ5, respectivement. La forme
biline´aire conside´re´e est donc a priori non nulle si ǫip2σiq “ ´ǫ ǫjp2σjq, soit
σj “ ´ǫ ǫi ǫj σi (3.171)
Si l’on a envisage un re´gime ultra-relativiste ou` Uσ « U p`qσ , on sera plutoˆt enclin a` conside´rer
principalement le cas ǫi “ ǫj “ 1. La relation (3.171) indique alors que pour Γ “ 1, γ5, σµν ,
(ǫ “ `1), la forme biline´aire correspondante n’est a priori non nulle que si σj “ ´σi ; tandis
que les formes biline´aires correspondant a` Γ “ γµ, γµγ5, (ǫ “ ´1), ne sont a priori non nulles
que si σj “ σi. On retrouve ici le fait que pour les the´ories du mode`le standard, qui reposent
sur des couplages vectoriels entre particules, l’he´licite´ se conserve. Dans cette meˆme perspective,
calculons explicitement la forme biline´aire correspondant a` Γ “ γµ ; celle avec Γ “ γµγ5 s’en
de´duit facilement, puisque γ5 Ui
p`q
σ “ p2σqUip`qσ . On a
U p`qσ “
1
2
a
Ep1` βq r1` p2σqγ5s
„
e´iσϕ cos
θ
2
U0σ ` p2σqeiσϕ sin θ
2
U0´σ

et
Uj
p`q
σ1
γµ Ui
p`
σ “
b
EjEip1 ` βjqp1` βiqG, avec
21. A ce sujet, voir par exemple, C. Carimalo, hep-ph arXiv:1401.4407
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G “ 1
4
„
eiσ
1ϕj cos
θj
2
U0σ1 ` p2σ1qe´iσ
1ϕj sin
θj
2
U0´σ1
 “
1´ p2σ1qγ5
‰
γµ r1` p2σqγ5sˆ
ˆ
„
e´iσϕi cos
θi
2
U0σ ` p2σqeiσϕi sin θi
2
U0´σ

Comme r1´ p2σ1qγ5s γµ r1` p2σqγ5s “ γµ r1` p2σ1qγ5s r1` p2σqγ5s “ 2δσ,σ1γµ r1` p2σqγ5s, il
vient G “ δσ1,σG1, ou`
G1 “ 1
2
„
eiσϕj cos
θj
2
U0σ ` p2σqe´iσϕj sin
θj
2
U0´σ

γµ r1` p2σqγ5s ˆ
ˆ
„
e´iσϕi cos
θi
2
U0σ ` p2σqeiσϕi sin θi
2
U0´σ

Rappelons que
U0σ1 γµ U0σ “ 2 δσ1,σ Tµ, U0σ1 γµ γ5 U0σ “ 2p2σq δσ1,σ Zµ ` 2δσ1,´σ rX ` ip2σqY sµ , donc
U0σ1 γµ r1` η p2σqγ5s U0σ “ 2 δσ1,σ rT ` η Zsµ ` 2p2σq η δσ1,´σ rX ` ip2σqY sµ pη “ ˘1q
Pour Γ “ γµ, on en de´duit
G1µ “ eiσpϕj´ϕiq cos
θj
2
cos
θi
2
rT ` Z sµ ` e´iσpϕj´ϕiq sin
θj
2
sin
θi
2
rT ´ Z sµ
`e´iσpϕj`ϕiq sin θj
2
cos
θi
2
rX ` ip2σqY sµ ` eiσpϕj`ϕiq cos
θj
2
sin
θi
2
rX ´ ip2σqY sµ
(3.172)
Il est facile de ve´rifier que“
G1
‰2 “ 0, G1 ¨ “G1‰‹ “ ´ r1´ cos θjis , ou`
cos θji “ cos θj cos θi ` sin θj sin θi cospϕj ´ ϕiq (3.173)
Le vecteur G1, isotrope et tel que G1 ¨rG1s‹ ă 0, s’apparente a` un vecteur de polarisation circulaire.
Ceci nous ame`ne a` poser
ǫ
p2σq
ji “ ´p2σq
G1
?
2
ˇˇˇˇ
sin
θji
2
ˇˇˇˇ , de sorte que
Uj
p`q
σ1
γµ Ui
p`q
σ “ p2σqUj
p`q
σ1
γµ Vi
p`q
σ
“ ´p2σq δσ1,σ
b p1` βjqp1 ` βiq
4
a
2Qji
”
ǫ
p2σq
ji
ı
µ
ou`
Qji “ 2EjEip1´ cos θjiq
(3.174)
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L’expression de la forme biline´aire pre´sente´e dans (3.174) est tout a` fait similaire a` celles dans
(3.154) et (3.155), lorsque les masses des particules peuvent eˆtre ne´glige´es. En effet, dans ces
conditions, la grandeur Qji peut tout aussi bien eˆtre interpre´te´e comme le carre´M
2
ji “ ppj ` piq2
de la masse invariante du syste`me des deux particules pjq et piq si celles-ci sont toutes deux dans
l’e´tat final 22, que comme le transfert ∆ji “ ´ppi ´ pjq2, si la particule pjq est dans l’e´tat final
tandis que la particule piq est dans l’e´tat initial ; de plus, p1` βjqp1` βiq{4 » 1. Le vecteur ǫp2σqji
doit donc repre´senter un vecteur de polarisation circulaire d’un couplage en voie s ou en voie t.
Pour mettre ce fait en e´vidence, prenons mj “ mi “ 0 et de´finissons
Tji “ pj ` pia
Qji
, Xji “ ´p2σq
?
2 ℜ
!
ǫ
p2σq
ji
)
, Yji “ ´
?
2 ℑ
!
ǫ
p2σq
ji
)
(3.175)
C’est un excellent exercice formateur que de de´montrer la relation
ǫµνρδ X
ρ
ji Y
δ
ji “ ´ rTjisµ rZjisν ` rTjisν rZjisµ , ou`
Zji “ pi ´ pja
Qji
(3.176)
qui montre que les quatre vecteurs Tji, Xji, Yji, Zji forment une base orthonorme´e et d’orientation
directe, et que cette base est associe´e a` un couplage d’he´licite´ entre les deux particules concerne´es,
en voie s ou en voie t selon la position des particules dans la re´action 23. Ceci ge´ne´ralise les
observations faites a` la fin du pre´ce´dent paragraphe.
Examinons maintenant le projecteur P
p`q
ij pσ, σ1q “ Uip`qσ Uj
p`q
σ1
(avec m ‰ 0). Comme toute
matrice 4 ˆ 4, il peut eˆtre de´compose´ sur la base des 16 matrices de Dirac, dont les coefficients
sont les formes biline´aires conside´re´es plus haut.
P
p`q
ij pσ, σ1q “ S ` P γ5 ` V µ γµ `Aµ γµ γ5 ` T µν σµν , avec
Tr
”
Γα P
p`q
ij pσ, σ1q
ı
“ Ujp`qσ1 Γα Uip`qσ
Il est avantageux de de´composer pre´alablement le projecteur comme suit
P
p`q
ij pσ, σ1q “ δσ1,σ P p`qij pσ, σq ` δσ1,´σ P p`qij pσ,´σq
D’apre`s ce qui pre´ce`de, la partie P
p`q
ij pσ, σq du projecteur n’a de composantes que sur les matrices
γµ et γµγ5, tandis que l’autre partie P
p`q
ij pσ,´σq se de´compose uniquement sur les matrices 1, γ5
et σµν . On a
P
p`q
ij pσ, σq “
1
4
”
γµ Uj
p`q
σ
γµ Ui
p`q
σ ´ γµ γ5 Uj
p`q
σ
γµ γ5 Ui
p`q
σ
ı
“ 1
4
γµ r1´ p2σqγ5s Ujp`qσ γµ Uip`qσ (3.177)
ou` la forme Uj
p`q
σ
γµ Ui
p`q
σ peut eˆtre exprime´e selon (3.174). Calculons ensuite
22. Auquel cas, la particule piq est une anti-particule, plutoˆt repre´sente´e par le spineur Vip`qσ “ γ5 Uip`qσ .
23. A noter qu’a` la limite des masses nulles, on a γppiqU p`qi “ γppjqU p`qj “ 0 et par conse´quent pi ¨ ǫp2σqji “
pj ¨ ǫp2σqji “ 0, soit encore, pi ¨Xji “ pj ¨Xji “ pi ¨ Yji “ pj ¨ Yji “ 0, conforme´ment a` un couplage d’he´licite´.
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Uj
p`q
´σ Ui
p`q
σ “ p2σqUj
p`q
´σ γ5 Ui
p`q
σ “
b
EjEip1` βjqp1 ` βiqF σji
ou` F σji “
1
2
„
e´iσϕj cos
θj
2
U0´σ ´ p2σqeiσϕj sin
θj
2
U0σ

r1` p2σqγ5sˆ
ˆ
„
e´iσϕi cos
θi
2
U0σ ` p2σqeiσϕi sin θi
2
U0´σ

, soit
F σji “ p2σq
„
e´iσpϕj´ϕiq cos
θj
2
sin
θi
2
´ eiσpϕj´ϕiq sin θj
2
cos
θi
2

(3.178)
et l’on a
ˇˇ
F σji
ˇˇ2 “ sin2 θji
2
(3.179)
Puis
Uj
p`q
´σ σµν Ui
p`q
σ “
b
EjEip1` βjqp1` βiq
“
T σji
‰
µν
ou`
“
T σji
‰
µν
“ 1
2
„
e´iσϕj cos
θj
2
U0´σ ´ p2σqeiσϕj sin
θj
2
U0σ

r1` p2σqγ5s σµν ˆ
ˆ
„
e´iσϕi cos
θi
2
U0σ ` p2σqeiσϕi sin θi
2
U0´σ

, soit
“
T σji
‰
µν
“ 1
2
ip2σq
s
e´iσpϕj`ϕiq cos
θj
2
cos
θi
2
”
pT ` ZqµpX ` ip2σqY qν
´ pT ` ZqµpX ` ip2σqY qν
ı
`
„
eiσpϕj´ϕiq sin
θj
2
cos
θi
2
` e´iσpϕj´ϕiq cos θj
2
sin
θi
2

ˆ
ˆ
”
TµZν ´ TνZµ ´ ip2σq rXµYν ´XνYµs
ı
´ eiσpϕj`ϕiq sin θj
2
sin
θi
2
ˆ
ˆ
”
pT ´ ZqµpX ´ ip2σqY qν ´ pT ´ ZqνpX ´ ip2σqY qµ
ız
et finalement
P
p`q
ij pσ,´σq “
b
EjEip1 ` βjqp1` βiq
s
1
4
r1` p2σqγ5sF σji `
1
2
σµνT
µν
ji
{
(3.180)
Dans un premier temps, supposons non nulles, et toutes deux e´gales a`m pour simplifier, les masses
des particules piq et pjq. Couplons les deux particules en he´licite´, avec pour base de re´fe´rence
Tji “ pj ` pi?
sji
, Zji “ pj ´ pi?
sji
, Xji, Yji, avec sji “ 2m2 ` 2pj ¨ pi (3.181)
et ou` les vecteurs Xji et Yji ne co¨ıncident avec ceux de´finis en (3.175) que lorsque m “ 0. Soit
r ti s1 la te´trade associe´e a` ti dans ce couplage, similaire a` celles e´tudie´es dans le couplage en voie
t. Comme cette te´trade et la te´trade r ti s de´finie dans le couplage syme´trique ont le vecteur ti en
commun, on passe de l’une a` l’autre par une rotation. Prenons ensuite m “ 0. Dans ce cas, la
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te´trade de re´fe´rence (3.181) devient exactement celle de´finie dans (3.175). Nous invitons alors le
lecteur a` e´tablir 24 et a` interpre´ter 25 les relations
Xji ` ip2σqYji “ eiΨs rXi ` ip2σqYis ` eiΨcpT ` Ziq
ˇˇˇˇ
cot
θji
2
ˇˇˇˇ
“ ´e´iΨs rXj ´ ip2σqYjs ` eiΨcpT ` Zjq
ˇˇˇˇ
cot
θji
2
ˇˇˇˇ
, ou`
eiΨs “ 1ˇˇˇˇ
sin
θji
2
ˇˇˇˇ „sin θj
2
cos
θi
2
e´iσpϕj´ϕiq ´ cos θj
2
sin
θi
2
eiσpϕj´ϕiq

,
eiΨc “ 1ˇˇˇˇ
cos
θji
2
ˇˇˇˇ „cos θj
2
cos
θi
2
eiσpϕj´ϕiq ` sin θj
2
sin
θi
2
e´iσpϕj´ϕiq

(3.182)
Nous invitons e´galement le lecteur a` ve´rifier que dans ce couplage d’he´licite´ syme´trique, l’he´licite´
d’une particule, conside´re´e dans le re´fe´rentiel du centre de masse de la re´action, y est repre´sente´e
par la projection de son spin sur le vecteur unitaire de sa 3-impulsion.
Pour terminer, notons que le choix des axes spatiaux X,Y, Z du re´fe´rentiel du centre de masse
est ge´ne´ralement dicte´ par des conside´rations pratiques. Par exemple, l’axe de collision des deux
particules de l’e´tat initial est pris de fac¸on naturelle comme axe Z. Cependant, comme nous l’avons
de´ja` remarque´, il peut eˆtre judicieux de choisir les vecteurs spatiaux de la base de re´fe´rence de
l’e´tat final en fonction de leurs proprie´te´s au regard du groupe des permutations des particules
composant cet e´tat. La nouvelle base ainsi choisie se de´duit alors de celle de l’e´tat initial par une
simple rotation.
24. Et, en l’occurrence, a` ve´rifier.
25. Revoir le paragraphe 2.1.1, ③.
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3.6 Appendice : e´quivalence entre (3.146) et (3.145)
Le de´veloppement du produit de matrices (3.146), donne une expression du type
L1 “ a1 ` a2γpXqγpT q ` a3γpZqγpT q ` a4γpXqγpZq
Il est inutile d’expliciter ici les coefficients ai, car cette expression doit eˆtre transforme´e en ex-
primant les vecteurs T et Z en fonction de t1 et z
psq
1 , de manie`re a` faire apparaˆıtre le ge´ne´rateur
γpzpsq1 qγpXq de la rotation attendue. Cette ope´ration conduit a`
L1 “ A1 `A2 γpzpsq1 qγpXq `A3 γpXqγpt1q `A4 γpzpsq1 qγpt1q, ou`
A1 “ cos ψ
2
cosh
Υ
2
cosh
χ´ ξ
2
` sin ψ
2
sinh
Υ
2
sinh
χ´ ξ
2
A2 “ cos ψ
2
sinh
Υ
2
sinh
χ` ξ
2
` sin ψ
2
cosh
Υ
2
cosh
χ` ξ
2
A3 “ cos ψ
2
sinh
Υ
2
cosh
χ` ξ
2
` sin ψ
2
cosh
Υ
2
sinh
χ` ξ
2
´A4 “ cos ψ
2
cosh
Υ
2
sinh
χ´ ξ
2
` sin ψ
2
sinh
Υ
2
cosh
χ´ ξ
2
Il reste maintenant a` montrer que cette expression peut eˆtre mise sous la forme (3.145), et
notamment a` montrer en premier lieu que A3 “ A4 “ 0. Pour la commodite´ d’e´criture, nous
poserons ici c “ cos θ
2
, s “ sin θ
2
, r “
a
1´ β2c2. Une premie`re e´tape consiste a` exprimer des
fonctions hyperboliques et trigonome´triques, comme il est fait ci-apre`s.
p1q 1` coshpχ´ ξq “ 1` coshχ cosh ξ ´ sinhχ sinh ξ “ 1
1´ β2
“
r ` 1´ β2ps` 1q‰
“ 1
1´ β2
1´ r
1´ r
“
r ` 1´ β2ps` 1q‰ “ β2
1´ β2 p1` sq
r ´ s
1´ r
“ p1` sqp1 ` rq
r ` s “ 2 cosh
2
ˆ
χ´ ξ
2
˙
p2q coshpχ´ ξq ´ 1 “ 1
1´ β2
“
r ´ 1` β2p1´ sq‰ “ 1
1´ β2
1` r
1` r
“
r ´ 1` β2p1´ sq‰
“ β
2
1´ β2 p1 ´ sq
r ´ s
1` r “
p1´ sqp1 ´ rq
r ` s “ 2 sinh
2
ˆ
χ´ ξ
2
˙
Le passage de χ´ ξ a` χ` ξ e´quivaut a` changer s en ´s. Donc
p3q 2 cosh2
ˆ
χ` ξ
2
˙
“ p1´ sqp1 ` rq
r ´ s , 2 sinh
2
ˆ
χ` ξ
2
˙
“ p1 ` sqp1´ rq
r ´ s
p4q 2 cosh2 Υ
2
“ 1` r
r
, 2 sinh2
Υ
2
“ 1´ r
r
p5q cos ψ
2
“ 1?
2
„
cos
θ
4
` sin θ
4

“
c
1` s
2
, sin
ψ
2
“ 1?
2
„
sin
θ
4
´ cos θ
4

“ ´
c
1´ s
2
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Utilisant ces expressions, on trouve
A3 “ 1
2
a
2 r pr ´ sq
”?
1` s?1´ r
a
p1´ sqp1` rq ´ ?1´ s?1` r
a
p1` sqp1´ rq
ı
“ 0
´A4 “ 1
2
a
2 r pr ` sq
”?
1` s?1` r
a
p1´ sqp1 ´ rq ´ ?1´ s?1´ r
a
p1` sqp1 ` rq
ı
“ 0
Puis
A1 “ 1
2
a
2 r pr ` sq
”?
1` s?1` r
a
p1` sqp1` rq ´ ?1´ s?1´ r
a
p1´ sqp1´ rq
ı
“ 1
2
a
2 r pr ` sq ˆ 2pr ` sq “
1?
2
c
1` s
r
“ cos ψ1
2
, pcosψ1 “ s
r
ą 0q
et
A2 “ 1
2
a
2 r pr ´ sq
”?
1` s?1´ r
a
p1` sqp1´ rq ´ ?1´ s?1` r
a
p1´ sqp1` rq
ı
“ 1
2
a
2 r pr ´ sq ˆ 2ps´ rq “ ´
1?
2
c
1´ s
r
“ sin ψ1
2
psinψ1 ă 0q.
En conclusion, le produit matriciel (3.146) a bien la forme (3.145) attendue.
Christian Carimalo 141 Calcul spinoriel
Chapitre 4
Applications
4.1 Amplitudes d’he´licite´ de la diffusion Compton, avec
couplage d’he´licite´ dans la voie s
L’exemple typique d’une re´action ou`, de fac¸on naturelle, on couple en he´licite´ une particule de
spin 1/2, lepton ou quark, et une particule vectorielle de masse nulle 1, photon pour un lepton, ou
photon ou gluon pour un quark, ces particules e´tant bien suˆr toutes deux entrantes ou sortantes,
est celui de l’effet Compton e´ ` γ Ñ e´ ` γ vers lequel nous revenons maintenant. Le calcul
des amplitudes d’he´licite´ de ce processus servira de test des formules e´tablies au chapitre 3 et
fournira l’occasion de pre´senter certaines astuces de calcul. Pour ne pas perturber le lecteur, nous
garderons les meˆmes notations que celles de la figure (3.1).
(b)
p p
p
p  −  p1
1
p  +  p1
1
p2 p 4
p3
4
p
p2
2
3
4
(a)
Figure 4.1 – Diagrammes de Feynman de´crivant l’effet Compton
Au plus bas ordre suivant la constante α, l’effet est de´crit par les deux diagrammes de Feynman
de la figure (4.1), ou` la ligne en trait plein est une ligne d’e´lectron et les lignes en tirets sont des
lignes de photons. L’amplitude ge´ne´rique correspondante s’e´crit
M “ 4παTc , avec
Tc “ U3
„
γpǫ‹4q
m` γpp1 ` p2q
m2 ´ pp1 ` p2q2 γpǫ2q ` γpǫ2q
m` γpp1 ´ p4q
m2 ´ pp1 ´ p4q2 γpǫ
‹
4q

U1 (4.1)
ou` : U1 et U3 sont les spineurs de Dirac respectifs des e´lectrons entrant et sortant, p1 et p3 leurs
4-impulsions respectives, m leur masse ; ǫ2 et ǫ4 sont les vecteurs de polarisation respectifs des
photons entrant et sortant, p2 et p4 leurs 4-impulsions respectives. Nous avons ici p
2
1 “ p23 “ m2,
p22 “ p24 “ 0. Nous poserons s “ pp1 ` p2q2 “ pp3 ` p4q2, u “ ´pp1 ´ p4q2 “ ´pp2 ´ p3q2. En
couplage d’he´licite´ entre 1 et 2 d’une part, 3 et 4 d’autre part, on a
1. De´nomme´e ci-dessus “photon re´el” pour la simplicite´.
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p1 ¨ ǫ2 “ p2 ¨ ǫ2 “ 0 , p3 ¨ ǫ4 “ p4 ¨ ǫ4 “ 0
En tenant compte de l’e´quation de Dirac rm´ γpp1qsU1 “ 0 et apre`s quelques anti-commutations
de matrices γ, on obtient
Tc “ U3
s
´γpǫ
‹
4qγpp2qγpǫ2q
s´m2 `
1
u`m2
!
γpǫ‹4qγpp4qγpǫ2q ` 2 p1 ¨ ǫ‹4 γpǫ2q
´2 p4 ¨ ǫ2 γpǫ‹4q ` 2 ǫ2 ¨ ǫ‹4 γpp4q
)z
U1
On voit alors que le calcul ne´cessite de connaˆıtre des expressions telles que γpǫ2qU1 et γpp2qU1.
Notons T,X, Y, Z la base associe´e au re´fe´rentiel du centre de masse. En couplage d’he´licite´ dans
la voie s, on choisit Z de telle sorte que
p1 “ E T ` pZ , p2 “ p pT ´ Zq , ǫpλ1q1 “ Epλ1q “ ´
1?
2
pλ1X ` iY q , ǫpλ2q2 “ ǫp´λ2q1
et, comme pre´conise´ pre´ce´demment, l’axe Y est orthogonal aux 4-impulsions de toutes les parti-
cules. Pour l’e´tat final, on a
p3 “ ET ` pZ 1 , p4 “ p pT ´ Z 1q , ǫpλ3q3 “ ´
1?
2
`
λ3X
1 ` iY ˘ , ǫpλ4q4 “ ǫp´λ4q3
avec Z 1 “ Z cos θ `X sin θ , X 1 “ X cos θ ´ Z sin θ
θ e´tant, dans ledit re´fe´rentiel, l’angle de diffusion de l’e´lectron e´mergeant, par rapport a` la direc-
tion de propagation Z de l’e´lectron initial ; dans ce meˆme re´fe´rentiel, les deux e´lectrons (initial
et final) ont la meˆme e´nergie E et le meˆme module p de quantite´ de mouvement :
E “ s`m
2
2
?
s
, p “ s´m
2
2
?
s
tandis que les deux photons (initial et final) ont la meˆme e´nergie, e´gale a` p et e´gale aux modules
de leurs quantite´s de mouvement.
✍ On a
γpp2qγpp1q “ p pE ` pq r1´ γpZq γpT qs “ p
?
s r1´ γpz1qγpt1qs
ou` l’on a tenu compte du fait qu’en couplage d’he´licite´, γpZqγpT q “ γpz1qγpt1q. Or, d’une part,
γpz1qγpt1q “ 2γ5 Sz1 et, d’autre part, γpp1qU1 “ mU1. Appliquant γpp2qγpp1q a` U1σ1 , on en
de´duit
γpp2qU1σ1 “
p
?
s
m
r1´ p2σ1qγ5sU1σ1 (4.2)
✍ Rappelons que
Sx1U1σ1 “
1
2
γ5 γpXq γpt1qU1σ1 “
1
2
γ5 γpXqU1σ1 “
1
2
U1´σ1
Sy1U1σ1 “
1
2
γ5 γpY q γpt1qU1σ1 “
1
2
γ5 γpY qU1σ1 “ iσ1U1´σ1
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d’ou` l’on tire aise´ment que
γpǫpλq1 qU1σ1 “ δλ,´2σ1
?
2 p2σ1q γ5 U1´σ1 (4.3)
soit encore
γpǫpλ2q2 qU1σ1 “ δλ2,2σ1
?
2 p2σ1q γ5 U1´σ1 (4.4)
✍ Combinant (4.5) et (4.4), il vient
γpp2q γpǫpλ2q2 qU1σ1 “ ´δλ2,2σ1
?
2 p2σ1qp
?
s
m
rγ5 ` p2σ1qsU1´σ1 (4.5)
Les meˆmes types de relations valent e´galement pour l’e´tat final :
γpp4qU3σ3 “
p
?
s
m
r1´ p2σ3qγ5sU3σ3
γpǫpλ4q4 qU3σ3 “ δλ4,2σ4
?
2 p2σ3q γ5 U3´σ3
γpp4q γpǫpλ4q4 qU3σ3 “ ´δλ4,2σ3
?
2 p2σ3qp
?
s
m
rγ5 ` p2σ3qsU3´σ3
(4.6)
✍ Calculons alors 2
A “ U3σ3 γpǫpλ4q‹4 q γpp2q γpǫpλ2qqU1σ1 “ 2 δλ2,2σ1 δλ4,2σ3 λ2 λ4
p
?
s
m
U3´σ3 r 1` p2σ1q γ5 sU1´σ1
Les spineurs e´tant ici normalise´s selon U U “ 2m, les formules (3.67) et (3.68) donnent
U3σ3 U1σ1 “ 2m
"
δσ3,σ1 cos
θ
2
´ p2σ1q δσ3,´σ1 coshχ1 sin
θ
2
*
U3σ3 γ5 U1σ1 “ ´2mδσ3,´σ1 sinhχ1 sin
θ
2
avec coshχ1 “ E
m
, sinhχ1 “ p
m
Les appliquant a` A, on trouve (|λ2| “ |λ4| “ 1)
A “ 2 ps´m2qλ2 λ4 δλ2,2σ1 δλ4,2σ3
"
δσ3,σ1 cos
θ
2
`p2σ1q δσ3,´σ1 pcoshχ1 ´ sinhχ1q sin
θ
2
*
“ 2 ps´m2q δλ2,2σ1 δλ4,2σ3
"
δσ3,σ1 cos
θ
2
´p2σ1q δσ3,´σ1 pcoshχ1 ´ sinhχ1q sin
θ
2
* (4.7)
2. On prendra garde au fait que la matrice γ5 anti-commute avec la matrice γ0 intervenant dans la de´finition
de U .
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On trouve de meˆme que
B “ U3σ3 γpǫpλ4q‹4 qγpp4qγpǫpλ2q2 qU1σ1 ” A (4.8)
Remarquons que cette e´galite´ n’est pas fortuite. D’une part, les masses ve´rifiant les e´galite´s
m1 “ m3 “ m et m2 “ m4 p“ 0q, la te´trade associe´e a` p3 se de´duit de celle associe´e a` p1 par une
simple rotation RY pθq d’angle θ autour de Y (Eq. 3.35), et l’on a
U3σ3 “ RY pθqU1σ3 , RY pθq γpp1qRY pθq´1 “ γpp3q , RY pθq γpp2qRY pθq´1 “ γpp4q ,
RY pθq γpǫλ2q2 qRY pθq´1 “ γpǫpλ2q4 q
On peut donc e´crire 3
Apσ1, σ3;λ2, λ4q “ U1σ3RY pθq´1γpǫpλ4q‹4 qRY pθqRY pθq´1 γpp2qRY pθqˆ
RY pθq γpǫpλ2q2 qRpθq´1 U3σ1 “ U1σ3γpǫpλ4q‹2 q γpp4q γpǫpλ2q4 qU3σ1
“
”
U3σ1γpǫpλ2q‹4 qγpp4qγpǫpλ4q2 qU1σ3
ı‹
“ B‹pσ1, σ3;λ4, λ2q
soit Bpσ1, σ3;λ2, λ4q “ A‹pσ3, σ1;λ4, λ2q
D’autre part 4, en prenant le complexe conjugue´ de A et en utilisant la matrice Uc “ iγ2 γ5 telle
que
Uc Uσ “ ´p2σqU‹´σ et Uc γµ U´1c “ γ‹µ
on obtient, compte tenu de ǫpλ‹ “ ´ǫp´λq,
A‹pσ1, σ3;λ2, λ4q “ tU3σ3 γ0 γ‹pǫpλ4q4 q γ‹pp2q γ‹pǫpλ2q‹qU‹1 σ1
“ p2σ3q p2σ1qU3´σ3 γpǫp´λ4q‹4 q γpp2q γpǫp´λ2qqU1´σ1 “ p2σ1qp2σ3qAp´σ1,´σ3;´λ2,´λ4q
On en de´duit
Bpσ1, σ3;λ2, λ4q “ p2σ1qp2σ3qAp´σ3,´σ1;´λ4,´λ2q
d’ou` l’e´galite´ B “ A, compte tenu de la forme de A.
✍ Puis
2 p1 ¨ ǫ‹4 “
?
2λ4 p sin θ , 2 p4 ¨ ǫ2 “
?
2λ2 p sin θ , ǫ2 ¨ ǫ‹4 “ ´
1
2
p1` λ2λ4 cos θq
U3 γpǫ2qU1 “ δλ2,2σ1
?
2
ˆ
´2mδσ3,σ1 sinhχ1 sin
θ
2
˙
U3 γpǫ‹4qU1 “ δλ4,2σ3
?
2
ˆ
2mδσ3,σ1 sinhχ1 sin
θ
2
˙
U3 γpp4qU1 “ ps´m2q
"
δσ3,σ1 cos
θ
2
´ p2σ1qδσ3,´σ1 pcoshχ1 ´ sinhχ1q sin
θ
2
*
3. On rappelle que γ:µ “ γ0 γµ γ0, voir ITL, §7.3.4, Eq. 7.80.
4. Voir ITL, §7.3.4 et §7.4.3.
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✍ Collectant tous ces re´sultats, il vient
Tc “ Tcpσ1, σ3;λ2, λ4q “ 2λ2 λ4 δλ2,2σ1 δλ4,2σ3
„
´1` s´m
2
u`m2
 „
δσ3,σ1 cos
θ
2
`p2σ1qδσ3,´σ1
m?
s
sin
θ
2

´ ps´m
2q2
spu `m2q sin θ sin
θ
2
λ2λ4 rδλ2,2σ1 ` δλ4,2σ3 s δσ3,σ1
´p1` λ2λ4 cos θq s´m
2
u`m2
„
δσ3,σ1 cos
θ
2
´ p2σ1qδσ3,´σ1
m?
s
sin
θ
2

soit, en remplac¸ant le produit λ2λ4 par 1 lorsqu’il est en facteur de δλ2,2σ1 δλ4,2σ3 δσ3,σ1 et par -1
lorsqu’il est en facteur de δλ2,2σ1 δλ4,2σ3 δσ3,´σ1
Tc “ δσ3,σ1
s
2δλ2,2σ1δλ4,2σ3 cos
θ
2
„
´1` s´m
2
u`m2

´ps´m
2q2
spu `m2q sin θ sin
θ
2
λ2λ4 rδλ2,2σ1 ` δλ4,2σ3 s ´ p1` λ2λ4 cos θq
s´m2
u`m2 cos
θ
2
{
`δσ3,´σ1p2σ1q
m?
s
sin
θ
2
s
p1 ` λ2λ4 cos θq s´m
2
u`m2 ´ 2δλ2,2σ1δλ4,2σ3
„
´1` s´m
2
u`m2
{
Simplifions encore cette expression en explicitant u en fonction de θ :
u`m2 “ 2p1 ¨ p4 “ 2 p rE ` p cos θs “ ps´m2q
„
1´ β1 sin2 θ
2

ou` β1 “ s´m
2
s
On prendra garde a` ne pas confondre β1 avec β “ p
E
“ s´m
2
s`m2 . Tous calculs effectue´s, on obtient :
Tcpσ1, σ3;λ2, λ4q “ δσ3,σ1
cos
θ
2
1´ β1 sin2 θ
2
s
2β1 sin2
θ
2
δλ2,2σ1δλ4,2σ3
´p1` λ2λ4 cos θq ´ 2β1 sin2 θ
2
λ2λ4 rδλ2,2σ1 ` δλ4,2σ3 s
{
`p2σ1q δσ3,´σ1
m?
s
sin
θ
2
1´ β1 sin2 θ
2
r
p1` λ2λ4 cos θq ´ 2β1 sin2 θ
2
δλ2,2σ1δλ4,2σ3
{ (4.9)
On remarque imme´diatement que les amplitudes avec changement d’he´licite´ de l’e´lectron sont
proportionnelles a` m{?s. Il s’ensuit qu’a` tre`s haute e´nergie, soit plus pre´cise´ment pour ?s " m,
ces amplitudes ont une tre`s faible contribution : a` tre`s haute e´nergie, l’he´licite´ de l’e´lectron se
conserve. En fait, il s’agit la` d’un re´sultat ge´ne´ral pour les processus de l’Electrodynamique
Quantique ou ceux de la Chromodynamique Quantique, pour lesquels les masses peuvent eˆtre
ne´glige´es. En effet, dans ces conditions, les amplitudes font intervenir des produits de nombres
impairs de matrices γ, se de´veloppant uniquement sur les matrices γµ et γµ γ5. Les spineurs e´tant
normalise´s selon U U “ 2m, les formules (3.69) et (3.70) montrent qu’en faisant tendre m vers
ze´ro, seuls subsistent des termes conservant l’he´licite´ :
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U3σ1 γµ U1σ « p2σqU3σ1 γµ γ5 U1σ «
?
s δσ1,σ
„
pT ` Zqµ cos θ
2
` pX ` ip2σqY qµ sin θ
2

(4.10)
Les tableaux ci-apre`s donnent les expressions explicites des 16 amplitudes d’he´licite´ de l’effet
Compton, tire´es de (4.9), dans le cas m ‰ 0 et dans le cas m “ 0. On remarque aussi que les
amplitudes avec changement d’he´licite´ du photon sont de´favorise´es a` haute e´nergie par au moins
un facteurm2{s : a` tre`s haute e´nergie, l’he´licite´ du photon est donc aussi conserve´e. Cela implique
que dans ce domaine et pour ce processus, l’he´licite´ totale est conserve´e 5.
TcpÒ, Ò ;`,`q “ TcpÓ, Ó ;´,´q “ ´
2 cos
θ
2
1´ β1 sin2 θ
2
„
1´ m
2
s
sin2
θ
2

TcpÒ, Ò ;´,´q “ TcpÓ, Ó ;`,`q “ ´
2 cos3
θ
2
1´ β1 sin2 θ
2
TcpÒ, Ò ;`,´q “ TcpÒ, Ò ;´,`q “ TcpÓ, Ó ;`,´q “ TcpÓ, Ó ;´,`q “ ´m
2
s
2 cos
θ
2
sin2
θ
2
1´ β1 sin2 θ
2
TcpÒ, Ó ;`,`q “ TcpÒ, Ó ;´,´q “ ´TcpÓ, Ò ;`,`q “ ´TcpÓ, Ò ;´,´q “ m?
s
2 cos2
θ
2
sin
θ
2
1´ β1 sin2 θ
2
TcpÒ, Ó ;`,´q “ TcpÒ, Ó ;´,`q “ ´TcpÓ, Ò ;`,´q “ ´TcpÓ, Ò ;´,`q “ m
3
s3{2
2 sin3
θ
2
1´ β1 sin2 θ
2
Tableau I - Amplitudes d’he´licite´ de la diffusion Compton
TcpÒ, Ò ;`,`q “ TcpÓ, Ó ;´,´q “ ´ 2
cos
θ
2
TcpÒ, Ò ;´,´q “ TcpÓ, Ó ;`,`q “ ´2 cos θ
2
Tableau II - Amplitudes d’he´licite´ non nulles de la diffusion Compton pour m “ 0
5. A noter que les he´licite´s de l’e´tat initial et de l’e´tat final sont respectivement σ1 ´ λ2 et σ3 ´ λ4.
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4.2 Amplitudes d’he´licite´ de la diffusion Compton avec
couplage dans la voie t
Il est inte´ressant de comparer le calcul pre´ce´dent avec celui ou` l’on effectue un couplage d’he´licite´
de voie t entre les particules, bien que ce dernier couplage soit plutoˆt inhabituel pour ce type de
processus. Bien entendu, les amplitudes obtenues avec le couplage en voie t ne sont pas direc-
tement comparables a` celles du couplage en voie s, car les he´licite´s des particules e´tant de´finies
par rapport a` d’autres axes sont diffe´rentes, sauf peut-eˆtre pour ce qui concerne les photons.
Pre´cisons ce dernier point. Comme au chapitre 3, appelons “vertex de gauche” l’association (1,3)
des deux e´lectrons et “vertex de droite” celle, (2,4), des deux photons. On a
Xdµ “ ǫµνρω T νd Y ρZωd “
2
Λ
1
2
d
ǫµνρω p
ν
2 Y
ρpω4 , avec ici p2 “ ppT ´ Zq, p4 “ ppT ´ Z 1q, et
Λ
1
2
d “ t “ 2p2p1 ´ cos θq, d’ou` Xdµ “
1
1´ cos θ ǫµνρω
“´T νY ρZ 1ω ´ ZνY ρTω ` ZνY ρZ 1ω‰
“ 1
1´ cos θ
“´X 1µ `Xµ ´ Tµ sin θ‰, soit Xd “ X ´ pT ´ Zq cot θ2 “ ´X 1 ´ pT ´ Z 1q cot θ2
Il s’ensuit que
ǫ
pλq
d “ ǫpλq `
λ?
2
pT ´ Zq cot θ
2
“ ǫ1p´λq ` λ?
2
pT ´ Z 1q cot θ
2
(4.11)
On voit ainsi que le vecteur de polarisation d’un photon en voie t ne diffe`re de celui en voie s
que par un terme proportionnel a` la 4-impulsion de ce photon. Or, ce terme ne contribue pas, du
fait de l’invariance de jauge de l’amplitude tensorielle ge´ne´rique (pµ2 Tµν “ 0 ou Tµν pν4 “ 0). Les
he´licite´s λ12 et λ
1
4 des photons dans la voie t sont ainsi relie´es a` celles, λ2 et λ4 de la voie s par
λ12 “ ´λ2, λ14 “ λ4.
Un avantage apparent du couplage en voie t est que les photons y ont les meˆmes vecteurs de pola-
risation, ce qui peut apporter des simplifications. Cependant, une difficulte´ apparaˆıt concernant
le cas limite θ “ 0. En effet, les photons e´tant sans masse, on a t “ 2p2p1´cos θq, soit t “ tmin “ 0
pour θ “ 0. Pour cette valeur du transfert, la transformation de Lorentz permettant de passer
du vertex de gauche au vertex de droite perd toute signification. Pour t ‰ 0, le parame`tre Θ de
cette transformation est tel que
coshΘ “ 2ps´m
2q ´ ta
tpt` 4m2q , sinhΘ “ 2
d“ps´m2q2 ´ st‰
tpt` 4m2q (4.12)
et, selon ces formules, tend vers l’infini lorsqu’on fait tendre t tend vers ze´ro. Or, comme le montre
le calcul avec le couplage en voie s, aucune divergence ne doit apparaˆıtre dans les amplitudes
pour θ “ 0, meˆme si m “ 0. On veillera donc a` ce que les fonctions hyperboliques (4.12),
qui sont utilise´es naturellement dans le couplage en voie t, n’induisent aucune divergence des
amplitudes lorsque t tend vers ze´ro, attention qui peut en l’occurrence constituer un fil conducteur
du calcul : comme
?
t coshΘ et
?
t sinhΘ Ñ ps ´ m2q{m, ces fonctions devront apparaˆıtre au
moins multiplie´es par un facteur
?
t, et e´ventuellement par un facteur m supple´mentaire, car,
comme le montre le tableau II, les amplitudes doivent e´galement rester finies pour m Ñ 0, tant
que θ ‰ π. Ecrivons l’amplitude ge´ne´rique sous la forme
Tc “ U3
s
1
m2 ´ s
”
p2p1 ¨ ǫ2qγpǫ‹4q ` γpǫ‹4qγpp2qγpǫ2q
ı
` 1
u`m2
”
p2p3 ¨ ǫ2qγpǫ‹4q ´ γpǫ2qγpp2qγpǫ‹4q
ı{
U1 (4.13)
avec cette fois
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ǫ2 “ ǫpλ2qd “ ´
1?
2
rλ2Xd ` iY s , ǫ4 “ ǫpλ4qd “ ´
1?
2
rλ4Xd ` iY s , pλ2,4 “ ˘1q
Td “ Tg coshΘ´Xg sinhΘ, Xd “ Xg coshΘ´ Tg sinhΘ
U3σ3 γµ U1σ1 “ 2mδσ3,σ1 Tgµ ` 2m p2σ1q δσ3,´σ1 sinh ξpXg ` ip2σ1qY qµ
U3σ3 γµ γ5 U1σ1 “ 2mδσ3,σ1 p2σ1qZgµ ` 2mδσ3,´σ1 cosh ξ pXg ` ip2σ1qY qµ
cosh ξ “
?
t` 4m2
2m
, sinh ξ “
?
t
2m
Td “ p2 ` p4?
t
, Zd “ p4 ´ p2?
t
, p2 “
?
t
2
rTd ´ Zds “ p rT ´ Zs ,
p4 “
?
t
2
rTd ` Zds “ p
“
T ´ Z 1‰
On a γpǫ‹4qγpp2qγpǫ2q “ ´γpp2qγpǫ‹4qγpǫ2q “ ´γpp2q
1
2
r´1´ λ2λ4 ´ ipλ2 ` λ4qγpXdqγpY qs
“ δλ2,λ4γpp2q r1` iλ2γpXdqγpY qs
“ δλ2,λ4γpp2q r1´ λ2γ5s car γpt´ zqγ5 “ iγpt´ zqγpxqγpyq
De meˆme γpǫ2qγpp2qγpǫ‹4q “ δλ2,λ4γpp2q r1` λ2γ5s
Puis p1 ¨ ǫ2 “ p3 ¨ ǫ2 “ m λ2?
2
cosh ξ sinhΘ
Dans un premier temps, on obtient donc
Tc “ m
?
2λ2 cosh ξ sinhΘ
„
1
u`m2 ´
1
s´m2

U3 γpǫ‹4qU1
´δλ2,λ4
s
1
s´m2U3 γpp2q r1´ λ2γ5sU1 `
1
u`m2U3 γpp2q r1` λ2γ5sU1
{
(4.14)
Comme
Tg ¨ ǫ‹4 “ ´
λ4?
2
Tg ¨Xd “ λ4?
2
sinhΘ
pXg ` ip2σ1qY q ¨ ǫ‹4 “ ´
1?
2
rλ4Xd ¨Xg ´ p2σ1qs “ 1?
2
rλ4 coshΘ` p2σ1qs , il vient
U3 γpǫ‹4qU1 “ 2mδσ3,σ1 Tg ¨ ǫ‹4 ` 2m p2σ1q δσ3,´σ1 sinh ξpXg ` ip2σ1qY q ¨ ǫ‹4
“ m
?
2 δσ3,σ1 λ4 sinhΘ`m
?
2 δσ3,´σ1 sinh ξ r1` λ4p2σ1q coshΘs
Puis
U3σ3 γpp2qU1σ1 “ 2mδσ3,σ1 Tg ¨ p2 ` 2m p2σ1q δσ3,´σ1 sinh ξpXg ` ip2σ1qY q ¨ p2
“ m
?
t δσ3,σ1 coshΘ `m
?
t δσ3,´σ1 p2σ1q sinh ξ sinhΘ
U3σ3 γpp2q γ5 U1σ1 “ 2mδσ3,σ1 p2σ1qZg ¨ p2 ` 2mδσ3,´σ1 cosh ξ pXg ` ip2σ1qY q ¨ p2
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“ m
?
t δσ3,σ1 p2σ1q `m
?
t δσ3,´σ1 cosh ξ sinhΘ
U3σ3 γpp2q r1˘ λ2γ5s U1σ1 “ m
?
t
r
δσ3,σ1 rcoshΘ˘ λ2p2σ1qs
` δσ3,´σ1 sinhΘ rp2σ1q sinh ξ ˘ λ2 cosh ξs
z
L’amplitude (4.14) peut eˆtre re´crite sous la forme
Tc “ δσ3,σ1 T` ` δσ3,´σ1 T´ avec
T` “ 2m2λ2λ4 cosh ξ sinh2Θ
„
1
u`m2 ´
1
s´m2

´ δλ2,λ4m
?
t coshΘ
„
1
s´m2 `
1
u`m2

´δλ2,λ4m
?
t λ2p2σ1q
„
1
u`m2 ´
1
s´m2

, (4.15)
T´ “ 2m2λ2 cosh ξ sinh ξ sinhΘ r1` λ4p2σ1q coshΘs
„
1
u`m2 ´
1
s´m2

´δλ2,λ4m
?
t sinhΘ
„ p2σ1q sinh ξ ´ λ2 cosh ξ
s´m2 `
p2σ1q sinh ξ ` λ2 cosh ξ
u`m2

De la relation s “ t` u` 2m2, on tire
s´m2 ´ pu `m2q “ t,
s´m2 ` u`m2 “ s` u “ 2ps´m2q ´ t “
a
tpt` 4m2q coshΘ
Explicitons alors T` et T´ :
T` “ mtps´m2qpu `m2q
”a
t` 4m2 “λ2λ4 sinh2Θ´ δλ2,λ4 cosh2Θ‰
´ δλ2,λ4
?
t λ2p2σ1q
ı
Or, λ2λ4 sinh
2Θ´ δλ2,λ4 cosh2Θ “ ´δλ2,λ4 ` rλ2λ4 ´ δλ2,λ4 s sinh2Θ
“ ´δλ2,λ4 ´ δλ2,´λ4 sinh2Θ,
car λ2λ4 ´ δλ2,λ4 “ ´δλ2,´λ4 , d1ou`
T` “ ´ mps´m2qpu`m2q
”
t δλ2,λ4
”a
t` 4m2 ` λ2p2σ1q
?
t
ı
`4 δλ2,´λ4
ps´m2q2 ´ st?
t` 4m2

Puis,
T´ “ t sinhΘ
2ps´m2qpu`m2q
”
λ2
a
tpt` 4m2q r1´ δλ2,λ4 ` λ4p2σ1q coshΘs
´ δλ2,λ4p2σ1q ps` uq
ı
“ t sinhΘ
2ps´m2qpu `m2q
”
λ2 δλ2,´λ4
a
tpt` 4m2q ` p2σ1qps` uq rλ2λ4 ´ δλ2,λ4 s
ı
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“ δλ2,´λ4
t sinhΘ
2ps´m2qpu`m2q
”
λ2
a
tpt` 4m2q ´ p2σ1qps` uq
ı
On obtient finalement
Tc “ ´δσ3,σ1
m
ps´m2qpu `m2q
”
t δλ2,λ4
”a
t` 4m2 ` λ2p2σ1q
?
t
ı
`4 δλ2,´λ4
ps´m2q2 ´ st?
t` 4m2

` δσ3,´σ1δλ2,´λ4
t sinhΘ
2ps´m2qpu`m2q
”
λ2
a
tpt` 4m2q ´ p2σ1qps` uq
ı
(4.16)
On remarque que dans ce sche´ma, ce sont les amplitudes sans changement d’he´licite´ qui sont
de´favorise´es dans le domaine cine´matique ou` la masse m peut eˆtre prise e´gale a` ze´ro. Bien suˆr,
cela provient encore de la nature vectorielle du couplage e´lectromagne´tique puisqu’alors
U3σ3 γµ U1σ1 « p2σ1qU3σ3 γµ γ5 U1σ1 «
?
t p2σ1q δσ3,´σ1 pXg ` ip2σ1qY qµ
De meˆme, on observe dans ce domaine un changement de signe de l’he´licite´ du photon. Ces
re´sultats ne sont pas en contradiction avec ceux du couplage en voie s, en raison des changements
de signe des he´licite´s, explique´s ailleurs, lorsqu’on passe du couplage en voie s a` celui en voie t.
Lorsque mÑ 0 tandis que t reste fini, on a t « s sin2 θ
2
, u « s cos2 θ
2
, sinhΘ « 2
?
su
t
, et
Tc « δσ3,´σ1δλ2,´λ4
1?
su
rλ2t´ p2σ1qps` uqs
« ´2p2σ1qδσ3,´σ1δλ2,´λ4
„
δλ2,2σ1
c
u
s
` δλ2,´2σ1
c
s
u

“ ´2p2σ1qδσ3,´σ1δλ2,´λ4
»—–δλ2,2σ1 cos θ2 ` δλ2,´2σ1 1
cos
θ
2
fiffifl
On trouve alors des amplitudes similaires a` celles du tableau II.
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4.3 Amplitudes d’he´licite´ de γ ` γ Ñ e´ ` e`
La production d’une paire particule-antiparticule e´ e` par collision de deux photons re´els est
l’un des deux processus “croise´s” de la diffusion Compton, le dernier e´tant la production d’une
paire de photons par annihilation d’une paire e´ e`. Ce processus donne un exemple de couplage
d’he´licite´ en voie s d’un syste`me particule-antiparticule de spin 1/2 d’une part, et de deux photons
(ici re´els) d’autre part. Les diagrammes de Feynman de´crivant ce processus au plus bas ordre en
α sont repre´sente´s a` la figure (4.2). Apre`s extraction de la constante de couplage 4πα, l’amplitude
ge´ne´rique correspondante s’e´crit
T “ U3
„
γpǫ1q m` γpp3 ´ p1q
m2 ´ pp1 ´ p3q2 γpǫ2q ` γpǫ2q
m` γpp3 ´ p2q
m2 ´ pp2 ´ p3q2 γpǫ1q

V4 (4.17)
(b)
p p
pp p
p p
p(a) 2
3
p  −  p
4
p  −  p
1
4
3 3
1 2
2
3
1
Figure 4.2 – Diagrammes de Feynman pour γ ` γ Ñ e´ ` e`
Les notations sont les suivantes. L’e´lectron final est repre´sente´ par le spineur U3σ3 d’he´licite´ σ3 et
p3 “ E T ` pZ 1 est sa 4-impulsion ; le positron final est repre´sente´ par le spineur V4σ4 “ γ5 U4σ4
d’he´licite´ σ4 et p4 “ E T ´ pZ 1 est sa 4-impulsion ; un premier photon initial a pour vecteur de
polarisation ǫ
pλ1q
1 “ ´
1?
2
pλ1X ` iY q et a pour 4-impulsion p1 “ EpT ` Zq ; le second photon
initial a pour vecteur de polarisation ǫ
pλ2q
2 “ ǫp´λ2q1 “ ´
1?
2
p´λ2X ` iY q et a pour 4-impulsion
p2 “ EpT ´ Zq. On pose s “ pp1 ` p2q2 “ pp3 ` p4q2, t “ ´pp1 ´ p3q2 “ ´pp2 ´ p4q2, u “
´pp2´ p3q2 “ ´pp1´ p4q2, et l’on a ici E “
?
s
2
, p “ βE avec β “
c
1´ 4m
2
s
, m e´tant la masse
de l’e´lectron (ou du positron !).
Utilisant l’e´quation de Dirac pour l’e´lectron, l’amplitude devient
T “ U3
"
1
m2 ` t
”
2 p3 ¨ ǫ1 γpǫ2q ´ γpǫ1qγpp1qγpǫ2q
ı
` 1
m2 ` u
”
2 p3 ¨ ǫ2 γpǫ1q ´ γpǫ2qγpp2qγpǫ1q
ı*
V4
✍ On a
´γpǫ1qγpp1qγpǫ2q “ γpp1qγpǫ1qγpǫ2q , γpǫ1qγpǫ2q “ 1
2
r1` λ1λ2 ` ipλ1 ` λ2qγpXqγpY qs
“ δλ1,λ2 r1` iλ1γpXqγpY qs car λ1λ2 “ ˘1
Or, de γ5 “ i γpXq γpY q γpZq γpT q, on tire
γpXq γpY q γpT ` ǫZq “ i ǫ γpT ` ǫZq γ5 , avec ǫ “ ˘1 , d1ou`
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γpp1q γpXq γpY q “ i γpp1q γ5 , γpp2q γpXq γpY q “ ´i γpp2q γ5 (4.18)
Il vient ainsi
´γpǫ1qγpp1qγpǫ2q “ δλ1,λ2γpp1q r1´ λ1γ5s et
´γpǫ2qγpp2qγpǫ1q “ δλ1,λ2γpp2q r1´ λ1γ5s (4.19)
✍ Exprimons ci-dessous quelques produits scalaires :
comme p3 “ E
`
T ` β Z 1˘ , il vient
p3 ¨ ǫ1 “ E β Z 1 ¨ ǫ1 “ ´Eβλ1?
2
Z 1 ¨X “ Eβλ1?
2
sin θ , p3 ¨ ǫ2 “ ´Eβλ2?
2
sin θ ;
puis
p1 ¨
“
X 1 ´ ip2σ3qY
‰ “ p1 ¨X 1 “ E sin θ “ ´p2 ¨ “X 1 ´ ip2σ3qY ‰ , p1 ¨ Z 1 “ ´E cos θ
ǫ1 ¨
“
X 1 ´ ip2σ3qY
‰ “ 1?
2
rλ1 cos θ ` p2σ3qs , ǫ2 ¨
“
X 1 ´ ip2σ3qY
‰ “ 1?
2
r´λ2 cos θ ` p2σ3qs
ǫ1 ¨ Z 1 “ λ1?
2
sin θ , ǫ2 ¨ Z 1 “ ´ λ2?
2
sin θ
✍ Adaptant (3.48) a` l’e´tat final e´e`, on a les formules
U3σ3 γµ V4σ4 “ 2m
”
p2σ3q δσ4,σ3 coshχ pX 1 ´ 2iσ3Y qµ ´ δσ4,´σ3 Z 1µ
ı
U3σ3 γµ γ5 V4σ4 “ 2m
”
δσ4,σ3 sinhχ pX 1 ´ 2iσ3Y qµ ´ p2σ3q δσ4,´σ3 Tµ
ı
(4.20)
avec 2m coshχ “ ?s, 2m sinhχ “ β?s. On en de´duit
U3σ3 γpǫ1qV4σ4 “ p2σ3q
?
s δσ4,σ3
1?
2
rλ1 cos θ ` p2σ3qs ´ p2mq δσ4,´σ3
λ1?
2
sin θ
U3σ3 γpǫ2qV4σ4 “ p2σ3q
?
s δσ4,σ3
1?
2
r´λ2 cos θ ` p2σ3qs ` p2mq δσ4,´σ3
λ2?
2
sin θ
U3σ3 γpp1qV4σ4 “ ´U3σ3 γpp2qV4σ4 “ p2σ3q δσ4,σ3
s
2
sin θ ` δσ4,´σ3 m
?
s cos θ
U3σ3 γpp1q γ5 V4σ4 “ β
s
2
δσ4,σ3 sin θ ´ p2σ3q δσ4,´σ3 m
?
s
U3σ3 γpp2q γ5 V4σ4 “ ´ β
s
2
δσ4,σ3 sin θ ´ p2σ3q δσ4,´σ3 m
?
s
puis
´U3 γpǫ1qγpp1qγpǫ2qV4σ4 “ δλ1,λ2
r
δσ4,σ3
s
2
sin θ rp2σ3q ´ λ1βs ` δσ4,´σ3m
?
s rcos θ ` p2σ3qλ1s
z
´U3 γpǫ2qγpp2qγpǫ1qV4σ4 “ ´ δλ1,λ2
r
δσ4,σ3
s
2
sin θ rp2σ3q ´ λ1βs ` δσ4,´σ3m
?
s rcos θ ´ p2σ3qλ1s
z
✍ Collectant tous ces re´sultats, et explicitant t`m2 “ s
2
r1´ β cos θs, u`m2 “ s
2
r1` β cos θs,
on trouve
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T “ T pλ1, λ2;σ3, σ4q “ 1
1´ β cos θ
r
βλ1 sin θ
!
r1´ p2σ3qλ2 cos θs δσ4,σ3
`2m?
s
λ2 sin θ δσ4,´σ3
*
`δλ1,λ2
!
δσ4,σ3 sin θ rp2σ3q ´ λ1βs
`2m?
s
δσ4,´σ3 rcos θ ` p2σ3qλ1s
*{
´ 1
1` β cos θ
s
βλ2 sin θ
"
r1` p2σ3qλ1 cos θs δσ4,σ3 ´
2m?
s
λ1 sin θ δσ4,´σ3
*
`δλ1,λ2
"
δσ4,σ3 sin θ rp2σ3q ´ λ1βs `
2m?
s
δσ4,´σ3 rcos θ ´ p2σ3qλ1s
*{
(4.21)
Les tableaux ci-apre`s donnent les expressions explicites des 16 amplitudes d’he´licite´ du processus,
tire´es de (4.21), dans le cas m ‰ 0 et dans le cas m “ 0.
T p`,` ; Ò, Òq “ T p`,` ; Ó, Óq “ T p´,´ ; Ò, Òq “ T p´,´ ; Ó, Óq “ 0
T p`,´ ; Ò, Òq “ ´T p´,` ; Ó, Óq “ 2β sin θp1` cos θq
1´ β2 cos2 θ
T p`,´ ; Ó, Óq “ ´T p´,` ; Ò, Òq “ 2β sin θp1´ cos θq
1´ β2 cos2 θ
T p`,` ; Ò, Óq “ T p´,´ ; Ó, Òq “ 4mβ?
s
1` β
1´ β2 cos2 θ
T p´,´ ; Ò, Óq “ T p`,` ; Ó, Òq “ ´ 4mβ?
s
1´ β
1´ β2 cos2 θ
T p`,´ ; Ò, Óq “ T p´,` ; Ò, Óq “ T p`,´ ; Ó, Òq “ T p´,` ; Ó, Òq “ ´ 4mβ?
s
sin2 θ
1´ β2 cos2 θ
Tableau III - Amplitudes d’he´licite´ de γ ` γ Ñ e´ ` e`
T p`,´ ; Ò, Òq “ ´T p´,` ; Ó, Óq “ 2 cot θ
2
T p`,´ ; Ó, Óq “ ´T p´,` ; Ò, Òq “ 2 tan θ
2
Tableau IV - Amplitudes d’he´licite´ non nulles de γ ` γ Ñ e´ ` e` pour m “ 0
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Ici aussi, on observe que certaines amplitudes s’annulent pour m “ 0 ( en fait, pour ?s " m) :
celles pour lesquelles les he´licite´s de l’e´lectron et du positron sont oppose´es, phe´nome`ne similaire
a` celui observe´ pour la diffusion Compton, et qui re´sulte, comme de´ja` indique´, de la nature
vectorielle de l’interaction e´lectromagne´tique.
4.4 Amplitudes d’he´licite´ de γ‹ ` γ‹ Ñ e´ ` e`
Le processus envisage´ ici diffe`re de celui du paragraphe pre´ce´dent en ce que les deux photons
entrant en collision sont maintenant suppose´s virtuels, cette appellation signifiant que ces photons
sont en fait des interme´diaires de´crivant une interaction e´lectromagne´tique entre deux vertex d’un
diagramme de Feynman, comme par exemple ceux des diagrammes des figures (1.4) et (1.5) du
chapitre 1, et que de ce fait, ils ne sont pas observables. Nous supposerons qu’ils sont du genre
espace et poserons p21 “ ´t1 ă 0, p22 “ ´t2 ă 0. Leur te´trades d’he´licite´ respectives dans un
couplage en voie s sont de´finies comme au paragraphe 1.5.3 :
① photon 1
ǫ
p0q
1 “
2
?
t1
Λ
1
2
ˆ
P ` p1P ¨ p1
t1
˙
“ 2
?
t1
Λ
1
2
ˆ
p2 ` p1 p2 ¨ p1
t1
˙
“ T1
avec P “ p1 ` p2 , P 2 “ s , Λ “ Λps,´t1,´t2q
z1 “ p1?
t1
, ǫ
p˘q
1 “ ¯
1?
2
pX ˘ iY q “ ǫp˘q
② photon 2
ǫ
p0q
2 “
2
?
t2
Λ
1
2
ˆ
P ` p2P ¨ p2
t2
˙
“ T2 , z2 “ p2?
t2
, ǫ
p˘q
2 “ ǫp¯q1
Notons que
T1 “ cosh η1 T ` sinh η1 Z , z1 “ cosh η1 Z ` sinh η1 T
T2 “ cosh η2 T ´ sinh η2 Z , z2 “ ´ cosh η2 Z ` sinh η2 T
T1 “ cosh η T2 ´ sinh η z2 , z1 “ ´ cosh η z2 ` sinh η T2
T2 “ cosh η T1 ´ sinh η z1 , z2 “ ´ cosh η z1 ` sinh η T1
avec
cosh η1 “ Λ
1
2
2
?
st1
, sinh η1 “ s` t2 ´ t1
2
?
st1
, cosh η2 “ Λ
1
2
2
?
st2
, sinh η2 “ s` t1 ´ t2
2
?
st2
η “ η1 ` η2 , cosh η “ s` t1 ` t2
2
?
t1t2
, sinh η “ Λ
1
2
2
?
t1t2
et que, inversement,
T “ cosh η1 T1 ´ sinh η1 z1 “ cosh η2 T2 ´ sinh η2 z2
Z “ cosh η1 z1 ´ sinh η1 T1 “ ´ coshη2 z2 ` sinh η2 z2
Les photons virtuels disposent chacun de trois e´tats de polarisation : ǫ
p0q
1 , ǫ
p˘q
1 pour le premier,
ǫ
p0q
2 , ǫ
p˘q
2 pour le second, correspondant aux indices d’he´licite´ 0 et ˘1, ce qui conduit a` de´terminer
36 amplitudes d’he´licite´ pour ce processus. Nous e´crirons son amplitude ge´ne´rique sous la forme
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T “ U3
"
1
a
”
2 p3 ¨ ǫ1 γpǫ2q ´ γpǫ1qγpp1qγpǫ2q
ı
`1
b
”
2 p3 ¨ ǫ2 γpǫ1q ´ γpǫ2qγpp2qγpǫ1q
ı*
V4
avec a “ m2 ´ pp3 ´ p1q2 “ m2 ` t , b “ m2 ´ pp3 ´ p2q2 “ m2 ` u
Exprimons ici les de´nominateurs a et b en fonction de θ :
a “ t1 ` 2 p1 ¨ p3 “ t1 `
?
st1 psinh η1 ´ β cosh η1 cos θq “ t1 ` 1
2
ps` t2 ´ t1q ´ 1
2
βΛ
1
2 cos θ soit
a “ ?t1t2 pcosh η ´ β sinh η cos θq et de meˆme b “
?
t1t2 pcosh η ` β sinh η cos θq
Nous de´terminerons se´pare´ment les amplitudes T p0, 0 ;σ3, σ4q, T p0, λ2 ;σ3, σ4q, T pλ1, 0 ;σ3, σ4q et
T pλ1, λ2 ;σ3, σ4q, avec ici λ1, λ2 “ ˘1.
‚ Amplitudes T p0, 0 ;σ3, σ4q
Pour ces amplitudes, ǫ1 “ T1, ǫ2 “ T2. On a
γpǫp0q1 q γpp1q γpǫp0q2 q “
?
t1 γpT1q γpz1q γpT2q et comme γpT1q γpz1q “ ´γpT2q γpz2q, il vient
γpǫp0q1 q γpp1q γpǫp0q2 q “
?
t1 γpT1q γpz1q γpT2q “ ´
?
t1 γpT2q γpz2q γpT2q “
?
t1 γpz2q “
c
t1
t2
γpp2q
De meˆme, γpǫp0q2 q γpp2q γpǫp0q1 q “
?
t2 γpz1q “
c
t2
t1
γpp1q
Il est judicieux d’utiliser ici l’e´quation Pµ U3 γµ V4 “ 0, qui re´sulte de la conservation d’un courant
et qui permet d’e´crire
U3 γpp2qV4 “ ´U3 γpp1qV4 , U3 γpT1qV4 “ sinh η1
cosh η1
U3 γpz1qV4 “ sinh η1?
t1 cosh η1
U3 γpp1qV4
U3 γpT2qV4 “ sinh η2
cosh η2
U3 γpz2qV4 “ sinh η2?
t2 cosh η2
U3 γpp2qV4 “ ´ sinh η2?
t2 cosh η2
U3 γpp1qV4
On obtient ainsi
T p0, 0 ;σ3, σ4q “ U3 γpp1qV4 ˆA avec
A “ 1
a
"
´2p3 ¨ T1 sinh η2?
t2 cosh η2
`
c
t1
t2
*
` 1
b
"
2p3 ¨ T2 sinh η1?
t1 cosh η1
´
c
t2
t1
*
Comme 2p3¨T1 “
?
s pcosh η1 ´ β sinh η1 cos θq, 2p3¨T2 “
?
s pcosh η2 ` β sinh η2 cos θq,
?
t1 cosh η1 “
?
t2 cosh η2 “
c
t1t2
s
sinh η, les coefficients respectifs A1 et B1 de 1{a et 1{b s’e´crivent
A1 “ ´
?
s
sinh η2?
t2 cosh η2
pcosh η1 ´ β sinh η1 cos θq `
c
t1
t2
“ sβ sinh η2 sinh η1 cos θ?
t1t2 sinh η
`
c
t1
t2
´ 1
2
?
t1t2
ps` t1 ´ t2q, soit
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A1 “ sβ sinh η2 sinh η1 cos θ?
t1t2 sinh η
´ 1
2
?
t1t2
ps´ t1 ´ t2q ;
B1 “
?
s
sinh η1?
t1 cosh η1
pcosh η2 ` β sinh η2 cos θq ´
c
t2
t1
“ sβ sinh η1 sinh η2 cos θ?
t1t2 sinh η
` 1
2
?
t1t2
ps´ t1 ´ t2q
Ainsi,
a bA “ sβ sinh η1 sinh η2 cos θ?
t1t2 sinh η
pa`bq` 1
2
?
t1t2
ps´t1´t2qpa´bq “ β cos θ
"
2 s sinh η1 sinh η2 cosh η
sinh η
´ sinh η ps´ t1 ´ t2q
)
“ β cos θ
2
?
t1t2 Λ
1
2
”
ps` t2 ´ t1qps` t1 ´ t2qps` t1 ` t2q ´ ps´ t1 ´ t2qΛ
ı
, soit
A “ 4s
?
t1t2 β cos θ
a b Λ
1
2
Calculons ensuite
U3 γpp1qV4 “ 2m
”
p2σ3q δσ4,σ3 coshχ p1 ¨X 1 ´ δσ4,´σ3 p1 ¨ Z 1
ı
“ ?t1 cosh η1
“p2σ3q δσ4,σ3?s sin θ ` 2mδσ4,´σ3 cos θ‰
“ Λ
1
2
2
„
p2σ3q δσ4,σ3 sin θ `
2m?
s
δσ4,´σ3 cos θ

Les amplitudes cherche´es ont donc pour expression ge´ne´rale
T p0, 0 ;σ3, σ4q “ 2s
?
t1t2 β cos θ
a b
„
p2σ3q δσ4,σ3 sin θ `
2m?
s
δσ4,´σ3 cos θ

(4.22)
soit, explicitement,
T p0, 0 ; Ò, Òq “ ´T p0, 0 ; Ó, Óq “ 2s
?
t1t2 β cos θ sin θ
a b
T p0, 0 ; Ò, Óq “ T p0, 0 ; Ó, Òq “ 4m
?
s t1t2 β cos
2 θ
a b
(4.23)
‚ Amplitudes T p0, λ2 ;σ3, σ4q
Pour calculer ces amplitudes, il apparaˆıt plus avantageux d’exprimer leur forme ge´ne´rique comme
T “ U3
"
1
a
”
2 p3 ¨ ǫ1 γpǫ2q ´ γpǫ1qγpp1qγpǫ2q
ı
`1
b
”
´ 2 p4 ¨ ǫ1 γpǫ2q ` γpǫ2qγpp1qγpǫ1q
ı*
V4
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En effet, on a maintenant (λ2 “ ˘1q
γpǫ1qγpp1qγpǫ2q “
?
t1 γpT1q γpz1q γpǫp´λ2q1 q “ λ2
?
t1 γpǫp´λ2q1 q γ5
2p3 ¨ T1 “
?
s pcosh η1 ´ β sinh η1 cos θq , 2p4 ¨ T1 “
?
s pcosh η1 ` β sinh η1 cos θq
de sorte que
a b T “ U3 γpǫ2qV4
!?
s cosh η1pb´ aq ´ sinh η1
?
sβ cos θpa` bq
)
`U3 γpǫ2q γ5 V4
!
λ2
?
t1 pa` bq
)
“ 2?s t1 t2 β cos θ sinh η2 U3 γpǫ2qV4
`2λ2 t1
?
t2 cosh η U3 γpǫ2q γ5 V4, soit
T “
?
t1
a b
!
ps` t1 ´ t2qβ cos θ U3 γpǫ2qV4 ` λ2 ps` t1 ` t2q U3 γpǫ2q γ5 V4
)
Or,
U3 γpǫ2qV4 “ δσ3,σ4
c
s
2
”
1´ λ2p2σ3q cos θ
ı
` 2m?
2
λ2 sin θ δσ3,´σ4
U3 γpǫ2q γ5 V4 “ δσ3,σ4 p2σ3qβ
c
s
2
”
1´ λ2p2σ3q cos θ
ı
d’ou` l’amplitude
T p0, λ2 ;σ3, σ4q “
c
s t1
2
β
a b
!
δσ3,σ4
”
1´ λ2p2σ3q cos θ
ı ”
ps` t1 ´ t2q cos θ
` p2σ3qλ2ps` t1 ` t2q
ı
` δσ3,´σ4
2m?
s
λ2 ps` t1 ´ t2q sin θ
* (4.24)
Explicitement,
T p0,` ; Ò, Òq “ T p0,´ ; Ó, Óq “
c
s t1
2
β
a b
”
1´ cos θ
ı ”
ps` t1 ´ t2q cos θ
` ps` t1 ` t2q
ı
T p0,` ; Ó, Óq “ T p0,´ ; Ò, Òq “
c
s t1
2
β
a b
”
1` cos θ
ı ”
ps` t1 ´ t2q cos θ
´ ps` t1 ` t2q
ı
T p0,` ; Ò, Óq “ T p0,` ; Ó, Òq “ ´T p0,´ ; Ò, Óq “ ´T p0,´ ; Ó, Òq
“ mβ
?
2 t1
a b
ps` t1 ´ t2q sin θ cos θ
(4.25)
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‚ Amplitudes T pλ1, 0 ;σ3, σ4q
Syme´triquement au cas pre´ce´dent, l’amplitude ge´ne´rique sera ici pre´sente´e sous la forme
T “ U3
"
1
a
”
´ 2 p4 ¨ ǫ2 γpǫ1q ` γpǫ1qγpp2qγpǫ2q
ı
`1
b
”
2 p3 ¨ ǫ2 γpǫ1q ´ γpǫ2qγpp2qγpǫ1q
ı
V4
ou` ǫ2 “ T2, ǫ1 “ ǫpλ1q1 , λ1 “ ˘1. Ensuite, on utilise les identite´s γpǫ1q γpp2q γpT2q “
?
t2 λ1 γpǫ1q γ5,
2p3 ¨ T2 “
?
s pcosh η2 ´ β sinh η2 cos θq , 2p4 ¨ T2 “
?
s pcosh η2 ` β sinh η2 cos θq, pour obtenir
a b T “ ?t2 λ1 U3 γpǫ1q γ5 V4 pa` bq `
?
s U3 γpǫ1qV4
”
cosh η2 pa´ bq ` β sinh η2 cos θpa` bq
ı
“ ?t2
”
λ1ps` t1 ` t2qU3 γpǫ1q γ5 V4 ´ ps` t2 ´ t1qβ cos θ U3 γpǫ1qV4
ı
Les remplacements
U3 γpǫ1qV4 “ δσ3,σ4
c
s
2
”
1` λ1p2σ3q cos θ
ı
´ 2m?
2
λ1 sin θ δσ3,´σ4
U3 γpǫ1q γ5 V4 “ δσ3,σ4 p2σ3qβ
c
s
2
”
1` λ1p2σ3q cos θ
ı
conduisent enfin a` l’expression
T pλ1, 0 ;σ3, σ4q “
c
s t2
2
β
a b
!
δσ3,σ4
”
1` λ1p2σ3q cos θ
ı ”
´ ps` t2 ´ t1q cos θ
` p2σ3qλ1ps` t1 ` t2q
ı
` δσ3,´σ4
2m?
s
λ2 ps` t2 ´ t1q sin θ
* (4.26)
et explicitement aux amplitudes
T p`, 0 ; Ò, Òq “ T p´, 0 ; Ó, Óq “
c
s t2
2
β
a b
”
1` cos θ
ı ”
´ ps` t2 ´ t1q cos θ
` ps` t1 ` t2q
ı
T p`, 0 ; Ó, Óq “ T p´, 0 ; Ò, Òq “ ´
c
s t2
2
β
a b
”
1´ cos θ
ı ”
ps` t2 ´ t1q cos θ
` ps` t1 ` t2q
ı
T p`, 0 ; Ò, Óq “ T p`, 0 ; Ó, Òq “ ´T p´, 0 ; Ò, Óq “ ´T p´, 0 ; Ó, Òq
“ mβ
?
2 t2
a b
ps` t2 ´ t1q sin θ cos θ
(4.27)
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‚ Amplitudes T pλ1, λ2 ;σ3, σ4q, (λ1, λ2 “ ˘1)
Ecrivons l’amplitude ge´ne´rique sous la forme
T “ U3
"
1
a
”
2 p3 ¨ ǫ2 γpǫ2q ´ γpǫ1qγpp1qγpǫ2q
ı
`1
b
”
´ 2 p4 ¨ ǫ1 γpǫ2q ` γpǫ2qγpp1qγpǫ1q
ı
V4
avec ǫ1 “ 1?
2
p´λ1X ´ iY q, ǫ2 “ 1?
2
pλ2X ´ iY q. On a 2 p3 ¨ ǫ1 “ ´2 p4 ¨ ǫ1 “ λ1
c
s
2
β sin θ, et
de γpǫ1q γpǫ2q “ δλ1,λ2 r1´ λ1γpT1q γpz1q γ5s, γpǫ2q γpǫ1q “ δλ1,λ2 r1` λ1γpT1q γpz1q γ5s, on tire
γpǫ1q γpp1q γpǫ2q “
?
t1 δλ1,λ2 r γpz1q ´ λ1 γpT1q γ5 s
γpǫ2q γpp1q γpǫ1q “
?
t1 δλ1,λ2 r γpz1q ` λ1 γpT1q γ5 s
D’ou`
a b T “ pa` bq
"
β λ1
c
s
2
sin θ U3 γpǫ2qV4 ´ δλ1,λ2
?
t1 U3 γpT1q γ5 V4
*
`δλ1,λ2
?
t1 pb´aq U3 γpz1qV4 “ ps`t1`t2q
"
β λ1
c
s
2
sin θ U3 γpǫ2qV4 ´ δλ1,λ2
?
t1 U3 γpT1q γ5 V4
*
`δλ1,λ2
?
t1 β cos θΛ
1
2 U3 γpz1qV4
Exprimons les formes biline´aires :
U3 γpǫ2qV4 “ 1?
2
”
δσ3,σ4
?
s r1´ λ2p2σ3q cos θs ` 2mλ2 δσ3,´σ4 sin θ
ı
U3 γpT1q γ5 V4 “ δσ3,σ4 β
?
s sin θ sinh η1 ´ 2m p2σ3q δσ3,´σ4 cosh η1 cos θ
“ 1
2
?
st1
”
ps` t2 ´ t1qδσ3,σ4 β
?
s sin θ ´ 2m p2σ3q δσ3,´σ4 Λ
1
2 cos θ
ı
U3 γpz1qV4 “ cosh η1
”
p2σ3q
?
s δσ3,σ4 sin θ ` 2mδσ3,´σ4 cos θ
ı
“ Λ
1
2
2
?
st1
”
p2σ3q
?
s δσ3,σ4 sin θ ` 2mδσ3,´σ4 cos θ
ı
Posant Z “ s` t1 ` t2 et X “ s` t2 ´ t1, on en de´duit l’amplitude ge´ne´rique
T pλ1, λ2 ;σ3, σ4q “ δσ3,σ4
β sin θ
2 a b
!
λ1 sZ r1´ λ2p2σ3q cos θs
´ δλ1,λ2 λ1X Z ` δλ1,λ2 p2σ3qΛ cos θ
)
`δσ3,´σ4
m
ab
?
s
!
λ1 λ2 sβZ sin
2 θ ` λ1p2σ3q δλ1,λ2 ZΛ
1
2
` δλ1,λ2 β Λ cos2 θ
)
(4.28)
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et explicitement les 16 amplitudes suivantes :
T p`,` ; Ò, Òq “ ´T p´,´ ; Ó, Óq “ β sin θ
2 a b
!
sZp1´ cos θq ` Λ cos θ ´X Z
)
T p`,` ; Ó, Óq “ ´T p´,´ ; Ò, Òq “ β sin θ
2 a b
!
sZp1` cos θq ´ Λ cos θ ´X Z
)
T p`,` ; Ò, Óq “ T p´,´ ; Ó, Òq “ m
a b
?
s
!
sβZ sin2 θ ` βΛ cos2 θ ` ZΛ 12
)
T p`,` ; Ó, Òq “ T p´,´ ; Ò, Óq “ m
a b
?
s
!
sβZ sin2 θ ` βΛ cos2 θ ´ ZΛ 12
)
T p`,´ ; Ò, Òq “ ´T p´,` ; Ó, Óq “ sZβ sin θ
2 a b
p1` cos θq
T p`,´ ; Ó, Óq “ ´T p´,` ; Ò, Òq “ sZβ sin θ
2 a b
p1´ cos θq
T p`,´ ; Ò, Óq “ T p`,´ ; Ó, Òq “ T p´,` ; Ò, Óq “ T p´,` ; Ó, Òq
“ ´mβ Z
?
s sin2 θ
a b
(4.29)
4.5 Amplitudes d’he´licite´ de γ‹ ` γ‹ Ñ pi´ ` pi`
A titre de comparaison avec les amplitudes d’he´licite´ du paragraphe pre´ce´dent, il nous paraˆıt
inte´ressant de calculer celles correspondant a` la production, par collision de deux photons vir-
tuels, d’une paire de particules sans spin, telles que les pions π´ et π`. Les pions e´tant des
particules hadroniques, leur interaction e´lectromagne´tique est certainement plus complique´e que
celle obtenue en appliquant na¨ıvement le principe de couplage minimum au lagrangien libre d’un
pion charge´. Cependant, dans notre optique de comparaison, il nous suffira de conside´rer l’ampli-
tude de Born dudit processus, de´duite de ce principe. Utilisant les meˆmes notations, elle s’e´crit
Apλ1, λ2q “ 4πα ǫµ1 ǫν2 Tµν avec
Tµν “ ´2gµν ` 1
a
p2p3 ´ p1qµp2p4 ´ p2qν ` 1
b
p2p4 ´ p1qµp2p3 ´ p2qν
‚ Amplitude T p0, 0q
En tenant compte du fait que pµ1 Tµν “ Tµν pν2 “ 0, on obtient
T p0, 0q “ 4
?
t1t2
Λ
1
2
PµP νTµν “ 4
?
t1t2
Λ
1
2
„
´ 2s` 4pP ¨ p3qpP ¨ p4q
ˆ
1
a
` 1
b
˙
soit
T p0, 0q “ 4s
?
t1t2
Λ
1
2
„
sZ
a b
´ 2

(4.30)
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‚ Amplitudes T pλ1, 0q, (λ1 “ ˘1)
T pλ1, 0q “ 2
?
t2
Λ
1
2
„
4
a
pǫ1 ¨ p3qpP ¨ p4q ` 4
b
pǫ1 ¨ p4qpP ¨ p3q

“ 8
?
t2
Λ
1
2
pǫ1 ¨ p3qpP ¨ p4q
„
1
a
´ 1
b

“ 2s
?
t2
Λ
1
2
„
λ1
c
s
2
β sin θ
 „
1
a
´ 1
b

soit
T pλ1, 0q “ λ1 s
?
2st2 β
2 sin θ cos θ
a b
(4.31)
‚ Amplitudes T p0, λ2q, (λ2 “ ˘1, ǫ2 “ ǫp´λ2q1 )
T p0, λ2q “ 2
?
t1
Λ
1
2
„
4
a
pP ¨ p3qpǫ2 ¨ p4q ` 4
b
pP ¨ p4qpǫ2 ¨ p3q

“ 8
?
t1
Λ
1
2
pP ¨ p3qpǫ2 ¨ p4q
„
1
a
´ 1
b

“ 2s
?
t1
Λ
1
2
„
λ2
c
s
2
β sin θ
 „
1
a
´ 1
b

soit
T p0, λ2q “ λ2 s
?
2st1 β
2 sin θ cos θ
a b
(4.32)
‚ Amplitudes T pλ1, λ2q, (λ1, λ2 “ ˘1)
T pλ1, λ2q “ ´2δλ2,λ1 `
4pǫ1 ¨ p3qpǫ2 ¨ p4q
a
` 4pǫ1 ¨ p4qpǫ2 ¨ p3q
b
“ ´2δλ2,λ1
`λ1 λ2 s β2 sin2 θ
„
1
a
` 1
b

soit
T pλ1, λ2q “ ´2 δλ2,λ1 ` λ1 λ2
sZ β2 sin2 θ
a b
(4.33)
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4.6 Amplitudes d’he´licite´ de e´ ` e´ Ñ e´ ` e´
4
(b)(a)
p1 p1
p4 3
p
p4pp3
p22
3p  −  p 11 p  −  p
Figure 4.3 – (a) : Diagrammes de Feynman de la diffusion Møller.
Dans ce processus, appele´ diffusion Møller 6, les particules initiales et finales sont toutes identiques
et donc de meˆme masse m. Les notations sont celles de la figure (3.1). Au plus bas ordre en α, elle
est repre´sente´e par les deux diagrammes de Feynman de la figure (4.3) et son amplitude, divise´e
par 4πα s’e´crit 7
Tm “ 1
t
U3 γµ U1 U4 γ
µU2 ´ 1
u
U4 γµ U1 U3 γ
µ U2 (4.34)
t “ ´pp1 ´ p3q2 , u “ ´pp1 ´ p4q2
Les facteurs X1 “ U3σ3 γµ U1σ1 U4σ4 γµU2σ2 et X2 “ U4σ4 γµ U1σ1 U3σ3 γµ U2σ2 peuvent eˆtre
calcule´s facilement en utilisant des formules du type (3.69), avec des spineurs normalise´s selon
UU “ 2m. En effet, prenant
U3σ3 γµ U1σ1 “ 2mδσ3,σ1
s
Tµ coshχ cos
θ
2
` sinhχ
„
Zµ cos
θ
2
` pX ` 2iσ1Y qµ sin θ
2
{
´ 2m p2σ1q δσ3,´σ1 Tµ sin
θ
2
U4σ4 γµ U2σ2 “ 2mδσ4,σ2
s
Tµ coshχ cos
θ
2
` sinhχ
„
´Zµ cos θ
2
` p´X ` 2iσ2Y qµ sin θ
2
{
´ 2 p2σ2qmδσ4,´σ2 Tµ sin
θ
2
U3σ3 γµ U2σ2 “ 2mδσ3,σ2
s
Tµ coshχ sin
θ
2
` sinhχ
„
´Zµ sin θ
2
` pX ´ 2iσ2Y qµ sin θ
2
{
` 2 p2σ2qmδσ3,´σ2 Tµ cos
θ
2
U4σ4 γµ U1σ1 “ ´ 2mδσ4,σ1
s
Tµ coshχ sin
θ
2
` sinhχ
„
Zµ sin
θ
2
´ pX ` 2iσ1Y qµ sin θ
2
{
´ 2 p2σ1qmδσ4,´σ1 Tµ cos
θ
2
et effectuant les produits scalaires approprie´s tout en tenant compte de 1` 4σ1σ2 “ 2 δσ2,σ1 , on
trouve
6. C. Møller, Ann. d. Physik 14, 568 (1932).
7. Le signe “-” entre les deux termes de l’amplitude provient du fait que le passage de l’un a` l’autre implique
l’e´change de deux fermions.
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X1 “ 4m2
„
coshχ cos
θ
2
δσ3,σ1 ´ p2σ1qδσ3,´σ1 sin
θ
2
 „
coshχ cos
θ
2
δσ4,σ2
´p2σ2qδσ4,´σ2 sin
θ
2

` 4m2 δσ3,σ1 δσ4,σ2 sinh2 χ
„
cos2
θ
2
` 2 δσ2,σ1 sin2
θ
2

X2 “ ´4m2
„
coshχ sin
θ
2
δσ4,σ1 ` p2σ1qδσ4,´σ1 cos
θ
2
 „
coshχ sin
θ
2
δσ3,σ2
`p2σ2q cos θ
2
δσ3,σ2

´ 4m2 δσ4,σ1δσ3,σ2 sinh2 χ
„
sin2
θ
2
` 2δσ2,σ1 cos2
θ
2

(4.35)
On en de´duit les expressions des amplitudes Tmpσ1, σ2 , ;σ3, σ4q du tableau V.
TmpÒ, Ò ; Ò, Òq “ TmpÓ, Ó ; Ó, Óq “ 4
β2
„
1` β2
sin2 θ
´ 2m
2
s

TmpÒ, Ò ; Ó, Óq “ TmpÓ, Ó ; Ò, Òq “ 8m
2
sβ2
TmpÒ, Ò ; Ò, Óq “ TmpÒ, Ò ; Ó, Òq “ ´TmpÒ, Ó ; Ò, Òq “ ´TmpÓ, Ò ; Ò, Òq
“ ´TmpÓ, Ó ; Ó, Òq “ ´TmpÓ, Ó ; Ò, Óq “ TmpÓ, Ò ; Ó, Óq “ TmpÒ, Ó ; Ó, Óq
“ ´ 4m?
s β2
cos θ
sin θ
TmpÒ, Ó ; Ó, Òq “ TmpÓ, Ò ; Ò, Óq “ 1
β2
»—–1` β2
sin2
θ
2
´ 2
fiffifl
TmpÒ, Ó ; Ò, Óq “ TmpÓ, Ò ; Ó, Òq “ 1
β2
»—–1` β2
cos2
θ
2
´ 2
fiffifl
(4.36)
Tableau V - Amplitudes d’he´licite´ de la diffusion Møller
A titre de ve´rification de ces formules, nous proposons au lecteur de retrouver l’expression bien
connue 8 de la somme des carre´s des amplitudes Tm (obtenue par un calcul ordinaire de trace) :
ÿ
σi
|Tm |2 “ 16
ˆ
1` β2
β2
˙2#
4
sin4 θ
´ 3
sin2 θ
`
ˆ
β2
1` β2
˙2 „
1` 4
sin2 θ
+
(4.37)
8. Voir par exemple, V. Berestetski, E. Lifchitz, L. Pitayevski, “Electrodynamique Quantique”, Cours de Phy-
sique The´orique de L. Landau et E. Lifchitz, Tome 4, § 81, Ed. Librairie du Globe et Ed. Mir (1989).
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4.7 Amplitudes d’he´licite´ de γ ` e´ Ñ e´ ` µ´ ` µ`
Ce processus de production de trois leptons (“trident”) par collision e´lectron-photon, dont une
paire muon µ´ ´ anti-muon µ`, sera ici envisage´ du seul point de vue de l’Electrodynamique
Quantique, excluant ainsi un e´change possible de la particule Z ou la production de particule
(hormis un photon) ou de re´sonance se de´sinte´grant ensuite en une paire µ´µ`. Conside´re´ a`
l’ordre le plus bas vis-a`-vis de la constante e´lectromagne´tique α, il est de´crit par les diagrammes de
Feynman de la figure 4.4. Cette figure contient deux se´ries de diagrammes, repre´sentant chacune
une voie possible pour ce processus. La premie`re se´rie (a) se rapporte a` “l’e´mission” par l’e´lectron
d’un photon virtuel du genre espace, conduisant au sous-processus γ ` γ‹ Ñ µ´ ` µ`. Dans la
seconde se´rie (b) apparaˆıt, comme sous-processus, une diffusion Compton virtuelle γ`eÑ γ‹`e,
ou` le photon virtuel e´mis est cette fois du genre temps, ce photon “lourd” se “de´sinte´grant” par
la suite en une paire µ´µ`.
(b)
e γ
ee − µ+µ
γ
µ+ µ−
e γ e
e
µ+µ−
e
γ
eµµ− +
(a)
Figure 4.4 – Diagrammes de Feynman pour γ ` e´ Ñ e´ ` µ´ ` µ`, sans e´change de Z, ni production
de re´sonance vectorielle
Dans ce qui suit, les amplitudes d’he´licite´ dudit processus seront calcule´es uniquement dans le
cas des masses nulles, en utilisant le couplage d’he´licite´ syme´trique pour l’e´tat final et le couplage
en voie s pour l’e´tat initial. L’amplitude ge´ne´rique est la somme des amplitudes correspondant
aux diagrammes (a) et (b) respectivement :
Ttrident “ ǫµ2
“
T aµ ` T bµ
‰
, avec
T aµ “ ´
U3 γ
ν U1
pp1 ´ p3q2 U4 T
a
µν V5, T
b
µ “ ´
U4 γ
ν V5
pp4 ` p5q2 U3 T
b
µν U1, ou`
T aµν “
„
p4µ
p2 ¨ p4 ´
p5µ
p2 ¨ p5

γν ´ 1
2p2 ¨ p4 γµ γpp2q γν `
1
2p2 ¨ p5 γν γpp2q γµ, (4.38)
T bµν “
„
p3µ
p2 ¨ p3 ´
p1µ
p2 ¨ p1

γν ´ 1
2p2 ¨ p3 γµ γpp2q γν ´
1
2p2 ¨ p1 γν γpp2q γµ
La constante de couplage e3 “ p4παq3{2 a e´te´ extraite. Les indices sont attribue´s ainsi : indice
1 pour l’e´lectron incident, indices 2 et µ pour le photon re´el incident, indice 3 pour l’e´lectron
e´mergeant, indice 4 pour le muon µ´, indice 5 pour son anti-particule µ`. L’e´lectron incident est
suppose´ se propager selon l’axe Z du re´fe´rentiel du centre de masse de la re´action, et le photon
incident, en sens inverse. Par conse´quent, on a
p1 “
?
s
2
rT ` Zs , p2 “
?
s
2
rT ´ Zs , ǫpλq2 “
1?
2
rλX ´ iY s , ou`
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s “ pp1 ` p2q2 “ pp3 ` p4 ` p5q2
Nous utiliserons la de´composition
γµγαγν “ gµα γν ´ gµνγα ` gανγµ ´ iǫµανωγωγ5
pour exprimer les tenseurs (4.38) sous la forme
T aµν “ Aaµνα γα ` i Baµνα γαγ5, T bµν “ Abµνα γα ` i Bbµνα γαγ5, avec
Aaµνα “
„
p4µ
p2 ¨ p4 ´
p5µ
p2 ¨ p5

gνα ` 1
2
„
1
p2 ¨ p5 ´
1
p2 ¨ p4

rp2µgνα ´ gµνp2α ` p2νgµαs
Baµνα “
1
2
„
1
p2 ¨ p5 `
1
p2 ¨ p4

ǫµναω p
ω
2
Abµνα “
„
p3µ
p2 ¨ p3 ´
p1µ
p2 ¨ p1

gνα ´ 1
2
„
1
p2 ¨ p1 `
1
p2 ¨ p3

rp2µgνα ´ gµνp2α ` p2νgµαs
Bbµνα “
1
2
„
1
p2 ¨ p3 ´
1
p2 ¨ p1

ǫµναω p
ω
2
Supposant nulles les masses des leptons, on peut utiliser les formules suivantes 9
V5 “ γ5U5 “ p2σ5qU5
U ℓ γ
µ Uk “ δσℓσk
a
p2Eℓqp2EkqGµℓkpσkq, avec
G
µ
ℓkpσq “ eiσpϕℓ´ϕkq cos
θℓ
2
cos
θk
2
rT ` Z sµ ` e´iσpϕℓ´ϕkq sin θℓ
2
sin
θk
2
rT ´ Z sµ
` e´iσpϕℓ`ϕkq sin θℓ
2
cos
θk
2
rX ` ip2σqY sµ ` eiσpϕℓ`ϕkq cos θℓ
2
sin
θk
2
rX ´ ip2σqY sµ
On notera que
Gnmpσ1q ¨Gℓkpσq “ 2 δσ1,σHnℓpσqH‹mkpσq ` 2 δσ1,´σHmℓpσqH‹nkpσq, ou`
Hnℓpσq “ eiσpϕn´ϕℓq cos θn
2
sin
θℓ
2
´ e´iσpϕn´ϕℓq sin θn
2
cos
θℓ
2
“ ´Hℓnpσq, avec
|Hnℓpσq|2 “ sin2 θnℓ
2
① Amplitudes relatives a` la se´rie de diagrammes (a)
Ecrivons
T a “ ǫµ2 T aµ “
1
2p1 ¨ p3
a
p2E1qp2E3qp2E4qp2E5q δσ3,σ1 δσ4,σ5p2σ4qXa, (4.39)
avec Xa “ ǫµ2 Gν31pσ1qGα45pσ4q
“
Aaµνα ` i p2σ4qBaµνα
‰
,
9. Voir section 3.5.
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soit Xa “
„
ǫ2 ¨ p4
p2 ¨ p4 ´
ǫ2 ¨ p5
p2 ¨ p5

G45pσ4q ¨G31pσ1q `
` 1
2
„
1
p2 ¨ p5 ´
1
p2 ¨ p4

rp2 ¨G31pσ1q ǫ2 ¨G45pσ4q ´ ǫ2 ¨G31pσ1q p2 ¨G45pσ4qs
` p2σ4q i
2
ǫµναω ǫ
µ
2 p
ω
2 G
ν
31pσ1qGα45pσ4q
„
1
p2 ¨ p4 `
1
p2 ¨ p5

Comme
ǫµναω ǫ
µ
2 p
ω
2 “ ´iλ rp2ν ǫ2α ´ p2α ǫ2νs
Xa peut eˆtre re´crit sous la forme
Xa “
„
ǫ2 ¨ p4
p2 ¨ p4 ´
ǫ2 ¨ p5
p2 ¨ p5

G45pσ4q ¨G31pσ1q
` rp2 ¨G31pσ1q ǫ2 ¨G45pσ4q ´ ǫ2 ¨G31pσ1q p2 ¨G45pσ4qs
„
δλ,2σ4
p2 ¨ p5 ´
δλ,´2σ4
p2 ¨ p4

Compte tenu du fait que θ1 “ 0, ϕ1 “ 0, σ3 “ σ1, on a
p2 ¨G31pσ1q “
?
s cos
θ3
2
eiσ1ϕ3 , ǫ2 ¨G31pσ1q “ ´
?
2λ δλ,2σ1 sin
θ3
2
e´iσ1ϕ3
Puis
p2 ¨G45pσ4q “
?
s cos
θ4
2
cos
θ5
2
eiσ4pϕ4´ϕ5q,
ǫ2 ¨G45pσ4q “ ´
?
2λ
„
e´iσ4pϕ4`ϕ5q sin
θ4
2
cos
θ5
2
δλ,2σ4 ` eiσ4pϕ4`ϕ5q cos
θ4
2
sin
θ5
2
δλ,´2σ4

,
ǫ2 ¨ pk “ ´ λ?
2
Ek sin θk e
´iλϕk , p2 ¨ pk “
?
sEk cos
2 θk
2
Calculons alors
Q1 “ p2 ¨G31pσ1q ǫ2 ¨G45pσ4q ´ ǫ2 ¨G31pσ1q p2 ¨G45pσ4q “ ´λ
?
2s cos
θ3
2
eiσ1ϕ3 ˆ
ˆ
s
e´iσ4pϕ4`ϕ5q sin
θ4
2
cos
θ5
2
δλ,2σ4 ` eiσ4pϕ4`ϕ5q cos
θ4
2
sin
θ5
2
δλ,´2σ4
{
` λ
?
2sˆ
ˆ δλ,2σ1 sin
θ3
2
e´iσ1ϕ3 cos
θ4
2
cos
θ5
2
eiσ4pϕ4´ϕ5q
Utilisant la de´composition
Q1 “ δσ4,σ1 Q1pσ4 “ σ1q ` δσ4,´σ1 Q1pσ4 “ ´σ1q,
on trouve
Q1 “ ´λ
?
2s
s
δσ4,σ1
"
cos
θ3
2
eiσ1ϕ3
„
e´iσ1pϕ4`ϕ5q sin
θ4
2
cos
θ5
2
δλ,2σ1
` eiσ1pϕ4`ϕ5q cos θ4
2
sin
θ5
2
δλ,´2σ1

´ δλ,2σ1 sin
θ3
2
e´iσ1ϕ3 cos
θ4
2
cos
θ5
2
eiσ1pϕ4´ϕ5q
*
`δσ4,´σ1
"
cos
θ3
2
eiσ1ϕ3
„
eiσ1pϕ4`ϕ5q sin
θ4
2
cos
θ5
2
δλ,´2σ1 ` e´iσ1pϕ4`ϕ5q cos
θ4
2
sin
θ5
2
δλ,2σ1

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´δλ,2σ1 sin
θ3
2
e´iσ1ϕ3 cos
θ4
2
cos
θ5
2
e´iσ1pϕ4´ϕ5q
*{
, soit
Q1 “ ´λ
?
2s
s
δσ4,σ1
"
δλ,´2σ1 cos
θ3
2
cos
θ4
2
sin
θ5
2
eiσ1pϕ3`ϕ4`ϕ5q
´ δλ,2σ1 cos
θ5
2
e´iσ1ϕ5 H43pσ1q
*
` δσ4,´σ1
"
δλ,´2σ1 cos
θ3
2
cos
θ5
2
sin
θ4
2
eiσ1pϕ3`ϕ4`ϕ5q
´ δλ,2σ1 cos
θ4
2
e´iσ1ϕ4 H53pσ1q
*{
Puis
Q1
„
δλ,2σ4
p2 ¨ p5 ´
δλ,´2σ4
p2 ¨ p4

“ ´λ
?
2s
s
1
p2 ¨ p5
„
δσ4,´σ1 δλ,´2σ1 cos
θ3
2
cos
θ5
2
sin
θ4
2
eiσ1pϕ3`ϕ4`ϕ5q
´ δσ4,σ1δλ,2σ1 cos
θ5
2
e´iσ1ϕ5 H43pσ1q

´ 1
p2 ¨ p4
„
δσ4,σ1δλ,´2σ1 cos
θ3
2
cos
θ4
2
sin
θ5
2
eiσ1pϕ3`ϕ4`ϕ5q
´ δσ4,´σ1δλ,2σ1 cos
θ4
2
e´iσ1ϕ4 H53pσ1q
{
“ Q11 (4.40)
Calculons ensuite
Q2 “
„
ǫ2 ¨ p4
p2 ¨ p4 ´
ǫ2 ¨ p5
p2 ¨ p5

G45pσ4q ¨G31pσ1q “ λ
?
2
„
E4 sin θ4e
´iλϕ4
p2 ¨ p4 ´
E5 sin θ5e
´iλϕ5
p2 ¨ p5

ˆ
ˆ
„
δσ4,σ1 sin
θ5
2
eiσ1ϕ5 H43pσ1q ` δσ4,´σ1 sin
θ4
2
eiσ1ϕ4 H53pσ1q

On a
E4 sin θ4e
´iλϕ4
p2 ¨ p4 ´
E5 sin θ5e
´iλϕ5
p2 ¨ p5 “
2?
s
„
tan
θ4
2
e´iλpϕ4´ϕ5q{2 ´ tan θ5
2
eiλpϕ4´ϕ5q{2

ˆ
ˆe´iλpϕ4`ϕ5q{2 “ ´ 2?
s
e´iλpϕ4`ϕ5q{2
H45pλ{2q
cos
θ4
2
cos
θ5
2
, d1ou`
Q2 “ ´2λ
?
2?
s
e´iλpϕ4`ϕ5q{2
cos
θ4
2
cos
θ5
2
”
δλ,2σ1 H45pσ1q ` δλ,´2σ1 H‹45pσ1q
ı
ˆ
ˆ
„
δσ4,σ1 sin
θ5
2
eiσ1ϕ5 H43pσ1q ` δσ4,´σ1 sin
θ4
2
eiσ1ϕ4 H53pσ1q

(4.41)
Pour simplifier l’e´criture, nous poserons xi “ 2Ei?
s
, ci “ cos θi
2
, si “ sin θi
2
, pour i “ 3, 4, 5.
Compte tenu des expressions (4.40) et (4.41), l’amplitude Xa sera e´crite sous la forme
Xa “ 2
?
2p2σ1q?
s
X 1a, avec
X 1a “ δσ4,σ1 δλ,2σ1 X1 ` δσ4,´σ1 δλ,2σ1 X2 ` δσ4,σ1 δλ,´2σ1 X3 ` δσ4,´σ1 δλ,´2σ1 X4 (4.42)
Christian Carimalo 169 Calcul spinoriel
Chapitre 4. Applications
On trouve
X1 “ e
´iσ1ϕ5
x5 c5 c4
H43pσ1q
”
c4 ´ x5 s5 eiσ1pϕ5´ϕ4qH45pσ1q
ı
X2 “ ´e
´iσ1ϕ4
x4 c4 c5
H53pσ1q
”
c5 ` x4 s4 eiσ1pϕ4´ϕ5qH45pσ1q
ı
X3 “ ´s5 e
iσ1pϕ3`ϕ4`ϕ5q
x4 c4 c5
”
c3 c5 ´ x4 eiσ1pϕ5´ϕ3qH‹45pσ1qH43pσ1q
ı
X4 “ s4 e
iσ1pϕ3`ϕ4`ϕ5q
x5 c5 c4
”
c3 c4 ` x5 eiσ1pϕ4´ϕ3qH‹45pσ1qH53pσ1q
ı
(4.43)
② Amplitudes relatives a` la se´rie de diagrammes (b)
A part quelques petites variantes, le calcul des amplitudes des diagrammes (b) est similaire au
pre´ce´dent. Ecrivant
T b “ ǫµ2 T bµ “ ´
1
2p4 ¨ p5
a
p2E1qp2E3qp2E4qp2E5q δσ3,σ1 δσ4,σ5p2σ4qXb, (4.44)
ou` Xb “ ǫµ2 Gα31pσ1qGν45pσ4q
“
Abµνα ` i p2σ1qBbµνα
‰
,
soit Xb “ ǫ2 ¨ p3
p2 ¨ p3 G45pσ4q ¨G31pσ1q `
` 1
2
„
1
p2 ¨ p3 `
1
p2 ¨ p1

rp2 ¨G31pσ1q ǫ2 ¨G45pσ4q ´ ǫ2 ¨G31pσ1q p2 ¨G45pσ4qs
` p2σ1q i
2
ǫµναω ǫ
µ
2 p
ω
2 G
α
31pσ1qGν45pσ4q
„
1
p2 ¨ p3 ´
1
p2 ¨ p1

ou encore
Xb “ ǫ2 ¨ p3
p2 ¨ p3 G45pσ4q ¨G31pσ1q `
`
„
δλ,2σ1
p2 ¨ p1 `
δλ,´2σ1
p2 ¨ p3

rp2 ¨G31pσ1q ǫ2 ¨G45pσ4q ´ ǫ2 ¨G31pσ1q p2 ¨G45pσ4qs
on obtient Xb sous la forme
Xb “ 2
?
2p2σ1q?
s
X 1b, avec
X 1b “ δσ4,σ1 δλ,2σ1 Y1 ` δσ4,´σ1 δλ,2σ1 Y2 ` δσ4,σ1 δλ,´2σ1 Y3 ` δσ4,´σ1 δλ,´2σ1 Y4 (4.45)
et
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Y1 “ e
´iσ1ϕ5
c3
H43pσ1q
”
c3 c5 ` s3 s5 e2iσ1pϕ5´ϕ3q
ı
Y2 “ e
´iσ1ϕ4
c3
H53pσ1q
”
c3 c4 ` s3 s4 e2iσ1pϕ4´ϕ5q
ı
Y3 “ s5 e
iσ1pϕ3`ϕ4`ϕ5q
x3 c3
”
c4 ´ x3 s3 eiσ1pϕ3´ϕ4qH43pσ1q
ı
Y4 “ s4 e
iσ1pϕ3`ϕ4`ϕ5q
x3 c3
”
c5 ´ x3 s3 eiσ1pϕ3´ϕ5qH53pσ1q
ı
(4.46)
③ Formules de cine´matique
Les variables e´nergies et angles des particules finales (de masses nulles) conside´re´es ici sont rela-
tives au re´fe´rentiel pT,X, Y, Zq du centre de masse de la re´action. Elles satisfont les relations
?
s “ E3 ` E4 ` E5
0 “ E3 cos θ3 ` E4 cos θ4 ` E5 cos θ5 (4.47)
0 “ E3 sin θ3 cosϕ3 ` E4 sin θ4 cosϕ4 ` E5 sin θ5 cosϕ5
0 “ E3 sin θ3 sinϕ3 ` E4 sin θ4 sinϕ4 ` E5 sin θ5 sinϕ5
qui montrent que les e´nergies des particules doivent s’exprimer en fonctions des variables angu-
laires. Dans ledit re´fe´rentiel, les 3-impulsions des particules finales sont dans un meˆme plan. No-
tant θkℓ l’angle, infe´rieur a` π, entre les 3-impulsions des particules k et ℓ, on a θ34`θ35`θ45 “ 2π,
on trouve (xk “ 2Ek{
?
s)
x3 “ 1´ cot θ34
2
cot
θ35
2
, x4 “ 1´ cot θ34
2
cot
θ45
2
, x5 “ 1´ cot θ35
2
cot
θ45
2
(4.48)
Il est utile de rappeler que
cos θkℓ “ cos θk cos θℓ ` sin θk sin θℓ cospϕk ´ ϕℓq (4.49)
Combinant les deux premie`res relations de (4.47), on trouve aussi
x3c
2
3 ` x4c24 ` x5c25 “ 1, x3s23 ` x4s24 ` x5s25 “ 1, et
x3 ` x4 ` x5 “ 2 (4.50)
Les carre´s des masses invariantes W 2kℓ “ ppk ` pℓq2 et le transfert t “ ´pp1 ´ p3q2 s’expriment
comme suit
t “ s x3 s23, W 234 “ s x3 x4 sin2
θ34
2
“ sp1´ x5q,
W 235 “ s x3 x5 sin2
θ35
2
“ sp1´ x4q, W 245 “ s x4 x5 sin2
θ45
2
“ sp1´ x3q (4.51)
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④ Taux d’interaction
L’amplitude totale du processus s’e´crit
T “ Ta ` Tb “ 2
?
2s p2σ4qp2σ1q δσ3,σ1 δσ5,σ4
?
x3 x4 x5
„
X 1a
t
´ X
1
b
W 245

et le taux d’interaction correspondant est
I “
ÿ
σk, λ
|T |2 “ 16 s
4ÿ
i“1
|Zi |2, avec Zi “ x3 x4 x5
„
Xi
t
´ Yi
W 245

En utilisant les formules de cine´matique e´tablies pre´ce´demment, on trouve
x3 x4 x5 |X1 |2 “ 1
x4 c
2
4 x5 c
2
5
x3 s
2
3 p1´ x5q2
x3 x4 x5 |X2 |2 “ 1
x4 c
2
4 x5 c
2
5
x3 s
2
3 p1´ x4q2
x3 x4 x5 |X3 |2 “ 1
x4 c
2
4 x5 c
2
5
x3 s
2
3 x
2
5 s
4
5
x3 x4 x5 |X4 |2 “ 1
x4 c
2
4 x5 c
2
5
x3 s
2
3 x
2
4 s
4
4,
x3 x4 x5 |Y1 |2 “ 1
x3 c
2
3
p1 ´ x3qp1 ´ x5q2
x3 x4 x5 |Y2 |2 “ 1
x3 c
2
3
p1 ´ x3qp1 ´ x4q2
x3 x4 x5 |Y3 |2 “ 1
x3 c
2
3
p1´ x3qx25 s45
x3 x4 x5 |Y3 |2 “ 1
x3 c
2
3
p1´ x3qx24 s44
(4.52)
On en de´duit les taux d’interaction correspondant aux diagrammes (a) et (b) pris se´pare´ment :
Ia “ 16
t2
ˆ t “p1 ´ x4q2 ` p1 ´ x5q2 ` x24 s44 ` x25 s45 ‰ˆ 1x4c24 x5c25
Ib “ 16
W 445
ˆW 245
“p1´ x4q2 ` p1´ x5q2 ` x24 s44 ` x25 s45 ‰ˆ 1x3c23 (4.53)
Nous ferons ici trois commentaires. D’apre`s (4.53), le taux Ia est proportionnel a` 1{t et non pas a`
1{t2. Ceci pouvait eˆtre pre´vu en conside´rant la formule de factorisation (1.139) du chapitre 1. En
effet, pour un vertex leptonique et dans le cas des masses nulles, on trouve L “ 8m2 “ 0 et T “ 2t,
ce qui fait tomber une puissance de t au de´nominateur de la formule (1.142). Ensuite, on observe
une grande similarite´ entre Ia et Ib. Ceci n’est pas e´tonnant car les deux se´ries de diagrammes ont
la meˆme structure et l’on passe des premiers aux seconds en effectuant les substitutions (compte
tenu des masses nulles, donc e´gales) des 4-vecteurs :
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p1 Ñ ´p5, p2 Ñ p2, p3 Ñ p4, p4 Ñ p3, p5 Ñ ´p1 (4.54)
Or, le taux d’interaction des diagrammes (a), exprime´ en fonction des invariants de la re´action,
admet un prolongement analytique, et celui-ci peut eˆtre mis en oeuvre pour obtenir Ib par ladite
substitution. On obtient ainsi
Ia “ 8pp1 ¨ p3qpp2 ¨ p4qpp2 ¨ p5q
“pp3 ¨ p5q2 ` pp3 ¨ p4q2 ` pp1 ¨ p4q2 ` pp1 ¨ p5q2‰
ÝÑ 8pp5 ¨ p4qpp2 ¨ p3qpp2 ¨ p1q
“pp4 ¨ p1q2 ` pp4 ¨ p3q2 ` pp5 ¨ p3q2 ` pp5 ¨ p1q2‰
“ 16
W 245 x3c
2
3
“
x24 s
4
4 ` p1´ x5q2 ` p1´ x4q2 ` x25 s45
‰ “ Ib
On note en passant que ce prolongement montre que Ib est proportionnel a` 1{W 245 et non pas a`
1{W 445, ce qui pouvait aussi eˆtre pre´vu au regard d’une formule de factorisation concernant les
processus a` e´change d’un photon du genre temps.
Enfin, on ve´rifie que l’expression de Ia est bien conforme a` la formule (4.94) du Comple´ment
I. Dans cette formule, faisons d’abord les changements 1 Ñ 2, tout en posant p22 “ ´t1 ‰ 0,
3Ñ 4, 4Ñ 5, t2 “ t. Puis prenons Fµρ “ ´
„
gµρ ` p2µp2ρ
t1

, Gνσ “ Trγpp1qγνγpp3qγσ et posons
finalement t1 “ 0, m “ 0. On obtient
XG “ ´4G
"
ab
ˆ
1
a2
` 1
b2
˙
´ 2tW
2
45
ab
*
` 16t
ab
rG44 `G55s
Or, G “ ´4t, G44 “ 8pp1 ¨p4qpp3 ¨p4q “ 2s2x4s24p1´x5q, G55 “ 8pp1 ¨p5qpp3 ¨p5q “ 2s2x5s25p1´x4q,
a “ sx4c24, b “ sx5c25. D’ou`
1
t2
XG “ 16
t x4 c
2
4 x5 c
2
5
“
x24c
2
4 ` x25c45 ´ 2x3s23p1´ x3q ` 2x4s24p1´ x5q ` 2x5s25p1´ x4q
‰
Mais
x24c
2
4 ` x25c45 ´ 2x3s23p1´ x3q ` 2x4s24p1´ x5q ` 2x5s25p1´ x4q “ x24s44 ´ 2x24c24 ` x24 ` x25s45
´2x25s25 ` x25 ´ 2x3s23p1 ´ x3q ` 2x4s24p1 ´ x5q ` 2x5s25p1 ´ x4q
“ x24s44 ` x25s45 ´ 2x3s23p1´ x3q ` 2x4s24p1´ x5 ´ x4q ` 2x5s25p1´ x4 ´ x5q ` x24 ` x25
“ x24s44 ` x25s45 ´ 2p1´ x3qrx3s23 ` x4s24 ` x5s25s ` x24 ` x25
“ x24s44 ` x25s45 ´ 2p1´ x3q ` x24 ` x25 “ x24s44 ` x25s45 ` 1´ 2x4 ` 1´ 2x5 ` x24 ` x25
“ x24s44 ` x25s45 ` p1´ x4q2 ` p1´ x5q2
et l’on a bien XG{t2 “ Ia.
Disons quelques mots sur le terme d’interfe´rence Iab “
ÿ
Ta T
‹
b entre les amplitudes des dia-
grammes (a) et (b). Il apparaˆıt que ce terme est antisyme´trique dans l’e´change des particules
4 (µ´) et 5 (µ`), meˆme en tenant compte de leur masse. La conse´quence est qu’il donne une
contribution nulle a` la section efficace totale du processus, car l’inte´gration sur les variables des-
dites particules est syme´trique vis-a`-vis de cet e´change. Ce fait e´tait pre´visible pour la raison
suivante. Le taux d’interaction total peut tout aussi bien eˆtre calcule´ comme la somme des carre´s
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des amplitudes correspondant chacune a` un e´tat du syste`me particule-antiparticule p4, 5q associe´
a` un moment orbital L et a` un spin total S donne´s. Un tel e´tat, neutre en charge, a une C-parite´
bien de´finie, e´gale a` C “ p´1qL`S. Or, dans les diagrammes (a), la paire p4, 5q est produite par
un syste`me de deux photons dont la C-parite´ totale est p´1qp´1q “ `1, tandis que dans les
diagrammes (b), elle est issue d’un photon virtuel de C-parite´ e´gale a` ´1. La C-parite´ e´tant une
grandeur conserve´e, les e´tats pL, Sq implique´s respectivement dans les amplitudes (a) et dans les
amplitudes (b) sont donc diffe´rents, et l’interfe´rence totale entre les deux se´ries de diagrammes
est donc nulle.
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4.8 Amplitudes d’he´licite´ de γ ` γ ÑW´ `W` 10
− WW +W W+ −W +
γ1 γ1γ 2γ γ1 γ(b) 22(a) (c)
W−
Figure 4.5 – Diagrammes de Feynman pour γ ` γ ÑW´ `W`
A l’ordre le plus bas suivant α, l’amplitude ge´ne´rique du processus de production d’une paire
W´W` de bosons vecteurs lourdsW par collision photon-photon, de´crite principalement par les
diagrammes de la figure (4.5), est donne´e par
M “ 4πα ǫ‹ρ3 ǫ‹σ4 Tρ,σ;µ,ν ǫµ1 ǫν2 ,
Elle fait intervenir le tenseur de rang 4 :
Tρ,σ;µ,ν “ Aρ,σ;µ,ν `Bρ,σ;µ,ν ` Cρ,σ;µ,ν , ou`
Aρ,σ;µ,ν “
r
A1µρω ` pκ´ 1q rp1ρ gωµ ´ p1ω gρµs
z
aωγˆ
ˆ
r
A2 νσγ ` pκ´ 1q rp2σ gγν ´ p2γ gσνs
z
,
Bρ,σ;µ,ν “
r
B1µσω ` pκ´ 1q rp1σ gωµ ´ p1ω gσµs
z
bωγˆ
ˆ
r
B2 νργ ` pκ´ 1q rp2ρ gγν ´ p2γ gρνs
z
,
A1µρω “ r2p3 ´ p1sµ gρω ` rp1 ´ p3sω gρµ ` 2 rp1ρ gωµ ´ p1ω gρµs ,
A2 νσγ “ r2p4 ´ p2sν gσγ ` rp2 ´ p4sγ gσν ` 2 rp2σ gγν ´ p2γ gσνs ,
B1µσω “ r2p4 ´ p1sµ gσω ` rp1 ´ p4sω gσµ ` 2 rp1σ gωµ ´ p1ω gσµs ,
B2 νργ “ r2p3 ´ p2sν gργ ` rp2 ´ p3sγ gρν ` 2 rp2ρ gγν ´ p2γ gρνs ,
Cρ,σ;µ,ν “ gρµgσν ` gρνgσµ ´ 2 gρσ gµν ,
aβγ “ 1
m2 ´ p2
„
gβγ ´ p
βpγ
m2

, p “ p1 ´ p3 “ p4 ´ p2,
bβγ “ 1
m2 ´ p12
„
gβγ ´ p
1βp1γ
m2

, p1 “ p1 ´ p4 “ p3 ´ p2.
(4.55)
10. J-F Loiseau, “Photoproduction de paires de bosons lourds dans le champ e´lectromagne´tique des noyaux”,
The`se de 3e`me cycle, UPMC, Paris, juin 1973 ; M. Baillargeon, G. Be´langer, F. Boudjema, “Effects of nonstandard
trilinear couplings in photon-photon collisions : 1. γ ` γ ÑW´ `W`”, Nucl. Phys. B500 (1997) 224.
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La 4-impulsion et la polarisation de chacune des particules sont :
‚ p1, ǫ1µ avec l’indice d’he´licite´ λ1 “ ˘1 pour le photon 1 ;
‚ p2, ǫ2ν avec l’indice d’he´licite´ λ2 “ ˘1 pour le photon 2 ;
‚ p3, ǫ3ρ avec l’indice d’he´licite´ λ3 “ 0,˘1 pour le boson W´ ;
‚ p4, ǫ4σ avec l’indice d’he´licite´ λ4 “ 0,˘1 pour le boson W` ;
Etant massif, le boson vectoriel W dispose d’un troisie`me e´tat d’he´licite´ correspondant a` λ “ 0.
Nous poserons ǫ
p0q
3 “ z3, ǫp0q4 “ z4. Le couplage d’he´licite´ utilise´ est celui de la voie s.
p1 “
?
s
2
rT ` Zs , p2 “
?
s
2
rT ´ Zs
ǫ1 “ 1?
2
r´λ1X ´ iY s , ǫ2 “ 1?
2
rλ2X ´ iY s , ǫ1 ¨ ǫ2 “ 1
2
r1` λ1λ2s “ δλ2,λ1
p3 “
?
s
2
“
T ` βZ 1‰ , p4 “ ?s
2
“
T ´ βZ 1‰ , Z 1 “ Z cos θ `X sin θ
Pour λ3,4 “ ˘1 : ǫ3 “ 1?
2
“´λ3X 1 ´ iY ‰ , ǫ4 “ 1?
2
“
λ4X
1 ´ iY ‰ ,
X 1 “ X cos θ ´ Z sin θ
ǫ1 ¨ p3 “ ´ǫ1 ¨ p4 “ λ1
2
?
2
β
?
s sin θ, ǫ2 ¨ p3 “ ´ǫ2 ¨ p4 “ ´ λ2
2
?
2
β
?
s sin θ
p1 ¨ ǫ‹3 “ ´p2 ¨ ǫ‹3 “ ´
λ3
2
?
2
?
s sin θ, p1 ¨ ǫ‹4 “ ´p2 ¨ ǫ‹4 “
λ4
2
?
2
?
s sin θ
ǫ1 ¨ ǫ‹3 “ ´
1
2
r1` λ1λ3 cos θs , ǫ1 ¨ ǫ‹4 “ ´
1
2
r1´ λ1λ4 cos θs
ǫ2 ¨ ǫ‹3 “ ´
1
2
r1´ λ2λ3 cos θs , ǫ2 ¨ ǫ‹4 “ ´
1
2
r1` λ2λ4 cos θs
Pour λ3,4 “ 0 : ǫp0q3 “ z3 “
?
s
2m
“
βT ` Z 1‰ , ǫp0q4 “ z4 “ ?s2m “βT ´ Z 1‰
z3 ¨ z4 “ s
4m2
p1` β2q
p1 ¨ z3 “ p2 ¨ z4 “ s
4m
rβ ´ cos θs , p1 ¨ z4 “ p2 ¨ z3 “ s
4m
rβ ` cos θs
ǫ1 ¨ z3 “ ´ǫ1 ¨ z4 “ λ1?
2
?
s
2m
sin θ, ǫ2 ¨ z3 “ ´ǫ2 ¨ z4 “ ´ λ2?
2
?
s
2m
sin θ
a “ m2 ´ pp1 ´ p3q2 “ 2pp1 ¨ p3q “ 2pp2 ¨ p4q “ s
2
r1´ β cos θs
b “ m2 ´ pp1 ´ p4q2 “ 2pp1 ¨ p4q “ 2pp2 ¨ p3q “ s
2
r1` β cos θs
(4.56)
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Bien avant la de´couverte expe´rimentale du W en 1983, de nombreux the´oriciens avaient de´ja`
e´tudie´ certains processus offrant la possibilite´ de mettre en e´vidence cette particule, notamment
des re´actions ou` apparaissent, en tant que sous-processus, l’effet Compton γ `W˘ Ñ γ `W˘
ou meˆme γ ` γ ÑW´ `W`.
Cependant, il semblerait que les amplitudes d’he´licite´ de γ ` γ ÑW´ `W` aient e´te´ calcule´es
pour la premie`re fois par J-F Loiseau dans sa the`se, soutenue a` Paris en 1973 11. Dans ce travail,
l’auteur a de´duit l’amplitude ge´ne´rique en appliquant, selon l’usage, le principe de couplage
e´lectromagne´tique minimum au Lagrangien libre du boson charge´ W , tout en envisageant pour
cette particule un moment magne´tique anomal κ, ce qui conduit a` l’amplitude (4.55) e´crite plus
haut. Il a montre´ en particulier que la valeur κ “ 1, qui est en fait celle assigne´e par la the´orie
e´lectro-faible actuelle, pre´munit la section efficace de toute divergence a` tre`s haute e´nergie 12. C’est
cette valeur de κ que nous retenons dans la suite. Outre l’inte´reˆt physique certain que pre´sente
ledit processus 13, le calcul de ses amplitudes d’he´licite´ est un excellent exercice de manipulation
de 4-vecteurs de polarisation et de leurs produits scalaires ! Une liste de de´finitions et de formules
utiles au calcul est donne´e dans (4.56).
Le lecteur s’assurera que le tenseur Tρ,σ;µ,ν est compatible avec l’invariance de jauge, c’est-a`-dire
qu’il ve´rifie bien les e´quations pµ1 Tρ,σ;µ,ν “ 0, pν2 Tρ,σ;µ,ν “ 0, mais a` la condition qu’on le projette
pre´alablement sur les polarisations des bosons W´ et W`.
La premie`re e´tape du calcul peut paraˆıtre re´barbative mais s’ave`re rentable. Elle consiste a`
effectuer les de´veloppements des produits tensoriels A1µρωa
ωγA2 νσγ et B1µσωb
ωγB2 νργ , tout en
e´liminant dans le re´sultat les termes proportionnels a` p1µ, p2ν , p3ρ ou encore p4σ, car ils ont
des projections nulles sur les polarisations des particules vectorielles, celles-ci e´tant associe´es aux
indices µ, ν, ρ et σ, respectivement 14 . Dans cette ope´ration, les tenseurs gρµ gσν et gρν gσµ du
“terme de contact” Cρ,σ;µ,ν disparaissent, et les termes proportionnels a` 1{m2 provenant des
propagateurs de W disparaissent aussi. Tenant compte de p4 ¨ ǫ1,2 “ ´p3 ¨ ǫ1,2, on aboutit ainsi
a` une forme “simplifie´e” de l’amplitude ge´ne´rique :
T pλ3, λ4 ; λ1, λ2q “ 4
ˆ
1
a
` 1
b
˙r
´ pp3 ¨ ǫ1qpp3 ¨ ǫ2qpǫ‹3 ¨ ǫ‹4q ` pp3 ¨ ǫ1q
”
pp2 ¨ ǫ‹4qpǫ2 ¨ ǫ‹3q
´ pp2 ¨ ǫ‹3qpǫ2 ¨ ǫ‹4q
ı
` pp3 ¨ ǫ2q
”
pp1 ¨ ǫ‹4qpǫ1 ¨ ǫ‹3q ´ pp1 ¨ ǫ‹3qpǫ1 ¨ ǫ‹4q
ız
`4
a
r
pp1 ¨ ǫ‹3qpp2 ¨ ǫ‹4qpǫ1 ¨ ǫ2q ` pp1 ¨ p2qpǫ1 ¨ ǫ‹3qpǫ2 ¨ ǫ‹4q
z
`4
b
r
pp1 ¨ ǫ‹4qpp2 ¨ ǫ‹3qpǫ1 ¨ ǫ2q ` pp1 ¨ p2qpǫ1 ¨ ǫ‹4qpǫ2 ¨ ǫ‹3q
z
´2pǫ‹3 ¨ ǫ‹4qpǫ1 ¨ ǫ2q
(4.57)
plus adapte´e aux e´tapes suivantes du calcul.
‚ Amplitudes T p0, 0 ; λ1, λ2q
On trouve :
E “ ´pp3 ¨ ǫ1qpp3 ¨ ǫ2qpǫ‹3 ¨ ǫ‹4q ` pp3 ¨ ǫ1q
”
pp2 ¨ ǫ‹4qpǫ2 ¨ ǫ‹3q ´ pp2 ¨ ǫ‹3qpǫ2 ¨ ǫ‹4q
ı
11. Plus pre´cise´ment, ce sont plutoˆt les amplitudes avec des polarisations rectilignes que l’on trouve dans cette
the`se.
12. Pour sÑ8, la section efficace correspondant a` κ “ 1 tend vers la constante 128πα
2
m2
.
13. Voir M. Baillargeon, G. Be´langer, F, Boudjema, loc. cit.
14. En interme´diaire, il est utile de poser p “ p1 ´ p3 “ p4 ´ p2, p1 “ p1 ´ p4 “ p3 ´ p2.
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`pp3 ¨ ǫ2q
”
pp1 ¨ ǫ‹4qpǫ1 ¨ ǫ‹3q ´ pp1 ¨ ǫ‹3qpǫ1 ¨ ǫ‹4q
ı
“ λ1λ2β
2s2 sin2 θ
32m2
“´4` p1` β2q‰
F “ pp1 ¨ ǫ‹3qpp2 ¨ ǫ‹4qpǫ1 ¨ ǫ2q ` pp1 ¨ p2qpǫ1 ¨ ǫ‹3qpǫ2 ¨ ǫ‹4q
“ s
2
16m2
“
δλ1,λ2pβ ´ cos θq2 ` λ1λ2 sin2 θ
‰
G “ pp1 ¨ ǫ‹4qpp2 ¨ ǫ‹3qpǫ1 ¨ ǫ2q ` pp1 ¨ p2qpǫ1 ¨ ǫ‹4qpǫ2 ¨ ǫ‹3q
“ s
2
16m2
“
δλ1,λ2pβ ` cos θq2 ` λ1λ2 sin2 θ
‰
H “ ´2pǫ‹3 ¨ ǫ‹4qpǫ1 ¨ ǫ2q “ ´2 δλ1,λ2
s
4m2
p1` β2q
D’ou`
T p0, 0 ; λ1, λ2q “ s
2m2p1´ β2 cos2 θq
r
λ1λ2 β
2 sin2 θ
“´4` p1` β2q‰
`p1` β cos θq “δλ1,λ2pβ ´ cos θq2 ` λ1λ2 sin2 θ‰` p1´ β cos θq “δλ1,λ2pβ ` cos θq2 ` λ1λ2 sin2 θ‰
´ δλ1,λ2p1` β2qp1´ β2 cos2 θq
z
“ 2
1´ β2 cos2 θ
r
λ1λ2 sin
2 θp2´ β2q ` δλ1,λ2ˆ
ˆ “1´ β2 ´ sin2 θp2´ β2q‰z
Notant que λ1λ2 “ δλ1,λ2 ´ δλ1,´λ2 (puisque λ1,2 “ ˘1), on aboutit a`
T p0, 0 ; λ1, λ2q “ 2
1´ β2 cos2 θ
r
δλ1,λ2p1´ β2q ´ δλ1,´λ2 sin2 θp2´ β2q
z
(4.58)
‚ Amplitudes T p0, λ4 ; λ1, λ2q, avec λ4 “ ˘1
On a maintenant ǫ3 ¨ ǫ4 “ 0, et donc H “ 0. Il vient
E “ s
?
sβ sin θ
16m
?
2
”
λ1pβ ` cos θqp1` λ2λ4 cos θq ´ λ2pβ ´ cos θqp1 ´ λ1λ4 cos θq
ı
F “ ´s
?
s sin θ
8m
?
2
”
λ4δλ1,λ2pβ ´ cos θq ` λ1p1` λ2λ4 cos θq
ı
G “ s
?
s sin θ
8m
?
2
”
λ4δλ1,λ2pβ ` cos θq ` λ2p1´ λ1λ4 cos θq
ı
D’ou`
T p0, λ4 ; λ1, λ2q “
?
s sin θ
m
?
2p1´ β2 cos2 θq
r
λ1 tβpβ ` cos θq ´ p1` β cos θqu
`λ2p1´ λ1λ4 cos θq t1´ β cos θ ´ βpβ ´ cos θqu ` λ4δλ1,λ2 tpβ ` cos θqp1 ´ β cos θq
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´ pβ ´ cos θqp1 ` β cos θq
)z
“ 2m
?
2 sin θ?
sp1´ β2 cos2 θq
r
λ2p1´ λ1λ4 cos θq ´ λ1p1` λ2λ4 cos θq
` 2λ4δλ1,λ2 cos θ
z
Or, λ2p1´λ1λ4 cos θq ´ λ1p1` λ2λ4 cos θq ` 2λ4δλ1,λ2 cos θ “ λ2 ´λ1 ` 2λ4 cos θpδλ1,λ2 ´ λ1λ2q
et
λ2 ´ λ1 “ ´2λ1δλ1,´λ2 , δλ1,λ2 ´ λ1λ2 “ δλ1,´λ2
d’ou` il ressort que
λ2 ´ λ1 ` 2λ4 cos θpδλ1,λ2 ´ λ1λ2q “ 2δλ1,´λ2 r´λ1 ` λ4 cos θs “ ´2λ1δλ1,´λ2 r1´ λ1λ4 cos θs
” pλ2 ´ λ1qp1 ´ λ1λ4 cos θq ” pλ2 ´ λ1qp1 ` λ2λ4 cos θq
et finalement
T p0, λ4 ; λ1, λ2q “ 2m
?
2 sin θ?
sp1´ β2 cos2 θq rλ2 ´ λ1s r1´ λ1λ4 cos θs (4.59)
‚ Amplitudes T pλ3, 0 ; λ1, λ2q, avec λ3 “ ˘1
Le lecteur ve´rifiera que
T pλ3, 0 ; λ1, λ2q “ 2m
?
2 sin θ?
sp1´ β2 cos2 θq rλ1 ´ λ2s r1` λ1λ3 cos θs (4.60)
‚ Amplitudes T pλ3, λ4 ; λ1, λ2q, avec λ3,4 “ ˘1
On a cette fois
E “ sβ sin
2 θ
16
”
2βλ1λ2δλ3,λ4 ` pλ1 ` λ2qpλ3 ` λ4q
ı
F “ s
8
”
λ3λ4δλ1,λ2 sin
2 θ ` p1` λ1λ3 cos θqp1` λ2λ4 cos θq
ı
G “ s
8
”
λ3λ4δλ1,λ2 sin
2 θ ` p1 ´ λ1λ4 cos θqp1 ´ λ2λ3 cos θq
ı
H “ ´2 δλ3,λ4 δλ1,λ2
d’ou`
T pλ3, λ4 ; λ1, λ2q “ 1
1´ β2 cos2 θ
”
2β2 sin2 θλ1λ2δλ3,λ4 ` β sin2 θpλ1 ` λ2qpλ3 ` λ4q
`2λ3λ4 sin2 θδλ1,λ2 ` p1` β cos θqp1` λ1λ3 cos θqp1` λ2λ4 cos θq
` p1´ β cos θqp1 ´ λ1λ4 cos θqp1 ´ λ2λ3 cos θq ´ 2 δλ3,λ4δλ1,λ2p1 ´ β2 cos2 θq
ı
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“ 1
1´ β2 cos2 θ
”
2β2 sin2 θλ1λ2δλ3,λ4 ` 2λ3λ4 sin2 θδλ1,λ2 ` 2` 2λ1λ2λ3λ4 cos2 θ
´ 2 δλ3,λ4δλ1,λ2p1´ β2 cos2 θq ` βpλ1 ` λ2qpλ3 ` λ4q ` pλ1 ´ λ2qpλ3 ´ λ4q cos θ
ı
En faisant usage des relations
δλ1,λ2 ` δλ1,´λ2 “ 1, λ1λ2 “ δλ1,λ2 ` δλ1,´λ2 , λ1 ` λ2 “ 2λ1δλ1,λ2 , λ1 ´ λ2 “ 2λ1δλ1,´λ2
1` x2 ` 2λ1λ3x “ r1` λ1λ3xs2 pcar |λi| “ 1q
on aboutit a` la formule 15
T pλ3, λ4 ; λ1, λ2q “ 2
1´ β2 cos2 θ
s
δλ1,λ2δλ3,λ4
”
1` λ1λ3 β
ı2
`δλ1,´λ2δλ3,λ4p1´ β2q sin2 θ ` δλ1,´λ2δλ3,´λ4
”
1` λ1λ3 cos θ
ı2 { (4.61)
On remarque que l’amplitude correspondant a` λ1 “ λ2, λ3 “ ´λ4 est nulle, que celle corres-
pondant a` λ1 “ ´λ2, λ3 “ λ4 est de´favorise´e a` tre`s haute e´nergie (β Ñ 1) par le facteur
p1´ β2q sin2 θ, et que celle correspondant a` λ1 “ λ2 “ ´λ3 “ ´λ4 est elle aussi de´favorise´e dans
ce domaine par le facteur p1´ βq2.
15. A titre d’exercice, nous proposons au lecteur de comparer les formules des amplitudes e´tablies ici a` celles
donne´es dans l’appendice A de l’article de Baillargeon et. al., loc. cit.
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4.9 Amplitudes d’he´licite´ de γ ` γ Ñ e‹´ ` e`
L’e´ventuelle existence de quarks ou de leptons “excite´s” a fait l’objet de nombreuses e´tudes
the´oriques, portant a` la fois sur leur spectroscopie vis-a`-vis du groupe SUp2qˆUp1q de la the´orie
e´lectro-faible, et sur les possibilite´s de les mettre en e´vidence dans certaines re´actions 16. Nous
conside´rons ici la production d’une paire {e´lectron excite´ (e‹´) - positron (e`)} par collision de
deux photons re´els de suffisamment haute e´nergie. Dans l’e´tat actuel des techniques, une telle
re´action n’est pas re´alisable avec deux photons strictement re´els, mais seulement avec des photons
“quasi re´els” se trouvant, par exemple, dans le champ e´lectromagne´tique intense d’ions lourds
ultra-relativistes 17.
Nous utiliserons un mode`le, couramment sugge´re´, pour lequel le couplage γ - e‹- e est de´crit par
le Lagrangien
L1 “
?
4πα fγe‹e
 
e‹ σµν p1´ γ5qe BµAν ` h.c.
(
(4.62)
fγe‹e e´tant une constante de couplage
18, σµν “ i
4
rγµ, γνs, tandis que le couplage γ - e‹- e‹ est
de´crit par le Lagrangien
L2 “ ´
?
4πα e‹
!
γµA
µ ` κ
M
σµνBµAν
)
e‹ (4.63)
κ e´tant un moment magne´tique, M la masse du lepton excite´. Cette masse, ainsi que l’e´nergie
totale de la re´action dans le re´fe´rentiel de son centre de masse sont suppose´es tre`s grandes devant
la masse du positron, et pour cette raison, nous ne´gligerons cette dernie`re.
Les constantes de couplage e´tant mises a` part, l’amplitude tensorielle du processus, invariante de
jauge, est
Tµν “ ´iU4
s
σµρq
ρ
1p1 ´ γ5q
γpq2 ´ p3q
2q2 ¨ p3 γν ` σνωq
ω
2 p1 ´ γ5q
γpq1 ´ p3q
2q1 ¨ p3 γµ
`
”
γµ ` i κ
M
σµρq
ρ
1
ı M ` γpp4 ´ q1q
M2 ´ pp4 ´ q1q2 σνωq
ω
2 p1´ γ5q (4.64)
`
”
γν ` i κ
M
σνωq
ω
2
ı M ` γpp4 ´ q2q
M2 ´ pp4 ´ q2q2 σµρq
ρ
1p1´ γ5q
{
V3
Les notations sont les suivantes : pq1, µq, pq2, νq sont les 4-impulsions et les indices de Lorentz
respectifs des photons initiaux 1 et 2 ; pp3, V3 “ γ5U3q, pp4, U4q sont les 4-impulsions et les
spineurs respectifs du positron 3 et de l’e´lectron excite´ 4. Les deux premiers termes correspondent
aux diagrammes (a) de la figure 4.6 ou` un e´lectron virtuel est e´change´, tandis que les deux
derniers termes correspondent aux diagrammes (b) de cette figure, ou` un e´lectron excite´ virtuel
est e´change´. Pour ce calcul, nous utiliserons encore le couplage d’he´licite´ de la voie s. Notant
16. F.M. Renard, Phys. Lett. 139B, 449 (1982) ; N. Cabibbo, L. Maiani, Y. Srivastava, Phys. Lett. 139B, 459
(1984) ; A. De Rujula, L. Maiani, R. Petronzio, Phys. Lett. 140B, 253 (1984) ; G. Pancheri, Y. Srivastava, Phys.
Lett. 146B, 87 (1984) ; J. Ku¨hn, P. Zerwas, Phys. Lett. 147B, 189 (1984) ; J. Ku¨hn, H.D. Tholl, P.M. Zerwas, Phys.
Lett. 158B, 270 (1985) ; K. Hagiwara, S. Komamiya, D. Zeppenfeld, Z. Phys. C29, 115 (1985) ; F. Boudjema, A.
Djouadi, Phys. Lett. B240, 485 (1990) ; U. Baur, M. Spira, P.M. Zerwas, Phys. Rev. D42, 815 (1990) ; I.F. Ginzburg,
D.Yu. Ivanov, Phys. Lett. B276, 214 (1992) ; Y.A. Coutinho, J.A. Martins Simoe˜s, C.M. Porto, P.P. Queiroz Filho,
Phys. Rev. D57, 6975 (1998) ; O.J.P. E´boli, S.M. Lietti, Prakash Mathews, Phys. Rev. D65 (2002) 075003.
17. Voir a` ce sujet : C. Carimalo et al. : “Nuclei as Generators of Quasi-real Photons”, Phys. Rev. D10, 1561
(1974) ; G. Baur, C.A. Bertulani, Nucl. Phys. A505, 835 (1989) ; N. Baron, G. Baur, Phys. Rev. C, 1999 (1993) ;
K. Hencken, D. Trautmann, G. Baur, Z. Phys. C, 473 (1995) ; G. Baur, K. Hencken, D. Trautmann, Prog. Part.
Nucl. Phys. 42, 357 (1999).
18. h.c. = conjugue´ hermitique, α “ 1{137, Aµ est le champ du photon...
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s “ pq1` q2q2 “ 2q1 ¨q2, T “ q1 ` q2?
s
, Z “ q1 ´ q2?
s
, on a q1 “
?
s
2
pT `Zq, q2 “
?
s
2
pT ´Zq. Dans
le re´fe´rentiel du centre de masse, l’axe Y est encore pris selon
ÝÑ
q1 ^ ÝÑp3 , et l’axeX perpendiculaire
a`
ÝÑ
q1 , dans le plan pÝÑq1 ,ÝÑp3 q : Yµ9 ǫµνρω qν1 q2ρ pω3 , Xµ “ ǫµνρω T ν Y ρ Zω.
11 γ2
e*
_ +e e+ e*e*
_
e*
_
e+
_
e+
γ γ γ12 γ γ2 γ2 γ1
(b)(a)
Figure 4.6 – Diagrammes de Feynman pour γ ` γ Ñ e‹´` e`
Les vecteurs de polarisation des deux photons (1) et (2) sont respectivement de´finis par
ǫ
pλq
1 “ ´
1?
2
rλX ` iY s , ǫpλq2 “ ǫp´λq1
Par rapport aux calculs pre´ce´dents, celui envisage´ ici pre´sente les diffe´rences suivantes. Tout
d’abord, les spineurs V3 et U4 sont associe´s a` des masses tre`s diffe´rentes, dont l’une est en outre
prise e´gale a` ze´ro. Ensuite, apre`s avoir fait disparaˆıtre, par des anticommutations approprie´es, la
masse de l’e´lectron excite´ du nume´rateur des propagateurs, la matrice sandwiche´e apparaissant
finalement dans l’amplitude (4.64) est une somme de produits de matrices γ, certains comptant un
nombre pair de ces matrices, d’autres en comptant un nombre impair. Enfin, on note la pre´sence
du projecteur de chiralite´ p1 ´ γ5q{2.
Conside´rons tout d’abord des spineurs associe´s a` des masses non nulles et normalise´s selon UU “
2, et posons ǫ “ ˘1. A partir des formules e´tablies au paragraphe 3.2.3, on de´duit :
U4σ1 r1` ǫγ5sV3σ “ ´2δσ1,´σ
”
δǫ,2σ e
χ`
34 ´ δǫ,´2σ e´χ
`
34
ı
U4σ1 γµ r1` ǫγ5sV3σ “ 2δǫ,2σ
r
δσ1,σ p2σq eχ
`
34
“
X 1 ` ip2σqY ‰
µ
´ δσ1,´σ eχ
´
34 rT ` Z 1sµ
z
`2δǫ,´2σ
r
δσ1,σp2σqe´χ
`
34
“
X 1 ` ip2σqY ‰
µ
` δσ1,´σe´χ
´
34 rT ´ Z 1sµ
z
U4σ1 σµν r1` ǫγ5sV3σ “ δǫ,2σ
r
i δσ1,σp2σqeχ
´
34
”
rT ` Z 1sµrX 1 ` ip2σqY sν
´ rT ` Z 1sνrX 1 ` ip2σqY sµ
ı
´ δσ1,´σ eχ
`
34
”
i rTµZ 1ν ´ TνZ 1µ
ı
` p2σq “X 1µYν ´X 1νYµ‰ız
`δǫ,´2σ1
r
i δσ1,σp2σqe´χ
´
34
”
rT ´ Z 1sµrX 1 ` ip2σqY sν ´ rT ´ Z 1sνrX 1 ` ip2σqY sµ
ı
´δσ1,´σ e´χ
`
34
”
i rTµZ 1ν ´ TνZ 1µ
ı
´ p2σq “X 1µYν ´X 1νYµ‰ız
Des de´finitions coshχ3 “ E3
m3
, coshχ4 “ E4
m4
, on tire (m3 “ me` , m4 “M)
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cosh 2χ`34 “ coshpχ3 ` χ4q “
1
m3m4
rE3E4 ` p3p4s “ p3 ¨ p4
m3m4
Lorsque m3 Ñ 0,
eχ3{2 “ ?eχ3 “
a
coshχ3 ` sinhχ3 »
c
2E3
m3
, donc
?
m3 e
χ3{2 »
a
2E3,
?
m3 e
´χ3{2 » m3?
2E3
Ñ 0
et, revenant aux spineurs normalise´s selon UU “ 2m, les relations pre´ce´dentes conduisent finale-
ment a`
U4σ1 r1` ǫγ5sV3σ “ ´2δσ1,´σ δ2σ,ǫ
?
2p3 ¨ p4
U4σ1 γµ r1` ǫγ5sV3σ “ 2δ2σ,ǫ
r
δσ1,σ p2σq
?
2p3 ¨ p4 rX 1 ` ip2σqY sµ
´δσ1,´σ 2M?
2p3 ¨ p4 p3µ
{
U4σ1 σµν r1` ǫγ5sV3σ “ δ2σ,ǫ
s
i δσ1,σp2σq 2M?
2p3 ¨ p4
”
p3µrX 1 ` ip2σqY sν
´ p3νrX 1 ` ip2σqY sµ
ı
´ δσ1,´σ
?
2p3 ¨ p4
”
i rTµZ 1ν ´ TνZ 1µ
ı
` p2σq “X 1µYν ´X 1νYµ‰ ız
avec TµZ
1
ν ´ TνZ 1µ “ ´
p3µp4ν ´ p3νp4µ
p3 ¨ p4
(4.65)
En utilisant syste´matiquement la relation γ5 “ iγpXqγpY qγpZqγpT q, valable pour toute base
T,X, Y, Z orthonorme´e et d’orientation directe, on montre les relations (tre`s) utiles suivantes.
γpλX ` iY q γpT ` ηZqp1 ` ǫγ5q r1´ ǫηλs “ 0 (4.66)
ou` λ, η, ǫ “ ˘1, d’ou` l’on de´duit notamment
γpǫp˘qqγpq1qp1¯ γ5q “ 0, γpǫp˘qqγpq2qp1˘ γ5q “ 0 (4.67)
Notant que
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γpǫ1qγpǫ2q “ δλ1,λ2 r1` λ1γpZqγpT qγ5s , γpǫ2qγpǫ1q “ δλ1,λ2 r1´ λ1γpZqγpT qγ5s
γpq1qγpq2q “ s
2
r1` γpZqγpT qs , γpq2qγpq1q “ s
2
r1´ γpZqγpT qs
(4.68)
on de´duit aussi
γpǫ1qγpǫ2qγpT ` ηZq r1` ǫγ5s “ δλ2,λ1p1´ λ1ηǫqγpT ` ηZq r1` ǫγ5s
“ 2 δλ2,λ1δλ1ηǫ,´1 γpT ` ηZq r1` ǫγ5s
γpǫ2qγpǫ1qγpT ` ηZq r1` ǫγ5s “ δλ2,λ1p1` λ1ηǫqγpT ` ηZq r1` ǫγ5s
“ 2 δλ2,λ1δλ1ηǫ,1 γpT ` ηZq r1` ǫγ5s
γpǫ1qγpǫ2qγpq1qγpq2q r1` ǫγ5s “ sδλ1,λ2δλ1,ǫ r1` γpZqγpT qs r1` ǫγ5s
γpǫ2qγpǫ1qγpq2qγpq1q r1` ǫγ5s “ sδλ1,λ2δλ1,ǫ r1´ γpZqγpT qs r1` ǫγ5s
γpλX ` iY qγpq1qγpq2q r1` ǫγ5s “ sδλ,´ǫγpλX ` iY q r1` ǫγ5s
γpλX ` iY qγpq2qγpq1q r1` ǫγ5s “ sδλ,ǫγpλX ` iY q r1` ǫγ5s
(4.69)
Rappelons enfin que dans le cas m3 “ 0, on a γ5 V3 “ p2σ3qV3. Il en re´sulte que, dans cette
approximation, la pre´sence de la matrice p1 ´ γ5q fait que les huit amplitudes pour lesquelles
σ3 “ `1{2 sont nulles.
Les relations (4.67) montrent aussi que les amplitudes pour lesquelles ǫ1 “ ǫp`q et ǫ2 “ ǫp`q2 “ ǫp´q
sont e´galement nulles. En effet, compte tenu de q1 ¨ ǫp`q “ 0, on a par exemple σµρǫµ1qρ1p1´ γ5q “
i
2
γpǫp`qqγpq1qp1´ γ5q “ 0. Au final, il ne reste donc que six amplitudes a` calculer.
On a
T pσ4, σ3;λ1, λ2q “ 1
2
U4σ4
s
γpǫ1qγpq1qp1 ´ γ5qγpq2 ´ p3q
2q2 ¨ p3 γpǫ2q
`γpǫ2qγpq2qp1´ γ5qγpq1 ´ p3q
2q1 ¨ p3 γpǫ1q
`
”
γpǫ1q ´ κ
2M
γpǫ1qγpq1q
ı M ` γpp4 ´ q1q
M2 ´ pp4 ´ q1q2 γpǫ2qγpq2qp1 ´ γ5q
`
”
γpǫ2q ´ κ
2M
γpǫ2qγpq2q
ı M ` γpp4 ´ q2q
M2 ´ pp4 ´ q2q2 γpǫ1qγpq1qp1´ γ5q
{
V3σ3
“ 1
2
U4σ4
s „
1
2q2 ¨ p3 `
1` κ
2q1 ¨ p4

γpǫ1qγpǫ2qγpq1qγpq2qp1 ´ γ5q
`
„
1
2q1 ¨ p3 `
1` κ
2q2 ¨ p4

γpǫ2qγpǫ1qγpq2qγpq1qp1 ´ γ5q
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`
„
ǫ2 ¨ p4
q2 ¨ p4 ´
ǫ2 ¨ p3
q2 ¨ p3

γpǫ1qγpq1qp1 ´ γ5q `
„
ǫ1 ¨ p4
q1 ¨ p4 ´
ǫ1 ¨ p3
q1 ¨ p3

γpǫ2qγpq2qp1 ´ γ5q
´ κ
2M
„
ǫ1 ¨ p4
q1 ¨ p4 γpǫ2qγpq1qγpq2qp1´ γ5q `
ǫ2 ¨ p4
q2 ¨ p4 γpǫ1qγpq2qγpq1qp1 ´ γ5q
` γpǫ1qγpǫ2qγpq2qp1´ γ5q ` γpǫ2qγpǫ1qγpq1qp1´ γ5q
ız
V3σ3
Calculons :
① U4σ4γpǫ1qγpǫ2qγpq1qγpq2qp1 ´ γ5qV3σ3 “ s δλ2,λ1δλ1,´1U4σ4 r1` γpZqγpT qs r1´ γ5sV3σ3
Comme T ¨ Z “ 0, on peut e´crire
U4σ4 σµνZ
µT ν r1´ γ5sV3σ3 “
i
2
U4σ4γpZqγpT q r1´ γ5sV3σ3
“ δ2σ,´1
s
´i δσ4,σ3
2M?
2p3 ¨ p4
“´p3 ¨ T X 1 ¨ Z‰´ δσ4,´σ3a2p3 ¨ p4 “´iZ 1 ¨ Z‰{
“ iδ2σ,´1
s
δσ4,σ3
2ME3?
2p3 ¨ p4 sin θ ´ δσ4,´σ3
a
2p3 ¨ p4 cos θ
{
ou` θ est l’angle de diffusion du positron dans le re´fe´rentiel du centre de masse de la re´action.
Compte tenu de la relation 2
?
sE3 “ 2p3 ¨ pp3 ` p4q “ 2p3 ¨ p4 “ s´M2, il vient
U4σ4γpZqγpT q r1´ γ5sV3σ3 “ 2δ2σ3,´1
a
2p3 ¨ p4
„
δσ4,σ3
M?
s
sin θ ´ δσ4,´σ3 cos θ

Par suite,
U4σ4γpǫ1qγpǫ2qγpq1qγpq2qp1´ γ5qV3σ3 “
s δλ2,λ1δλ1,´1δ2σ3,´1
a
s´M2
„
δσ4,σ3
M?
s
sin θ ´ δσ4,´σ3 r1` cos θs

② U4σ4γpǫ2qγpǫ1qγpq2qγpq1qp1 ´ γ5qV3σ3 “ sδλ2,λ1δλ1,´1 U4σ4 r1´ γpZqγpT qs r1´ γ5sV3σ3
“ ´2s δλ2,λ1δλ1,´1δ2σ3,´1
a
s´M2
„
δσ4,σ3
M?
s
sin θ ` δσ4,´σ3 r1´ cos θs

③ U4σ4γpǫ1qγpq1qp1 ´ γ5qV3σ3 “ ´2i U4σ4σµνǫµ1 qν1 p1´ γ5qV3σ3
“ ´2i δ2σ3,´1
s
´iδσ4,σ3
2M?
2p3 ¨ p4
”
ǫ1 ¨ p3 q1 ¨X 1 ´ q1 ¨ p3 ǫ1 ¨ pX 1 ´ iY q
ı
´ δσ4,´σ3
a
2p3 ¨ p4
“´iq1 ¨ T ǫ1 ¨ Z 1 ` q1 ¨X 1 ǫ1 ¨ Y ‰z
Tenant compte de
q1 ¨X 1 “
?
s
2
sin θ, q1 ¨ p3 “ E3
?
s
2
p1 ´ cos θq, ǫ1 ¨ Z 1 “ λ1?
2
sin θ, ǫ1 ¨X 1 “ λ1?
2
cos θ,
ǫ1 ¨ p3 “ E3λ1?
2
sin θ, ǫ1 ¨ Y “ i?
2
, λ1 ´ 1 “ ´2δλ1,´1,
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il vient
U4σ4γpǫ1qγpq1qp1 ´ γ5qV3σ3 “ ´δ2σ3,´1δλ1,´1
?
2s
a
s´M2
„
δσ4,´σ3 sin θ ´ δσ4,σ3
M?
s
r1´ cos θs

④ U4σ4γpǫ2qγpq2qp1´ γ5qV3σ3 “
δ2σ3,´1δλ2,´1
?
2s
a
s´M2
„
δσ4,´σ3 sin θ ` δσ4,σ3
M?
s
r1` cos θs

⑤ De la relation
γpǫ2qγpq1qγpq2q “ s
2
γpǫ2q r1` λ2γ5s (4.70)
on de´duit
γpǫ2qγpq1qγpq2q r1´ γ5s “ s δλ2,´1 γpǫ2q r1´ γ5s
d’ou` U4σ4γpǫ2qγpq1qγpq2qp1 ´ γ5qV3σ3 “ s δλ2,´1U4σ4γpǫ2q r1´ γ5sV3σ3
“ 2s δλ2,´1δ2σ3,´1
s
´δσ4,σ3
a
2p3 ¨ p4 ǫ2 ¨ pX 1 ´ iY q ´ δσ4,´σ3
2M?
2p3 ¨ p4 ǫ2 ¨ p3
{
“ ´s
?
2
a
s´M2 δ2σ3,´1 δλ2,´1
„
δσ4,σ3 r1` cos θs ` δσ4,´σ3
M?
s
sin θ

⑥ De meˆme, la relation
γpǫ1qγpq2qγpq1q “ s
2
γpǫ1q r1` λ1γ5s (4.71)
conduit a`
U4σ4γpǫ1qγpq2qγpq1qp1´ γ5qV3σ3 “ s δλ1,´1U4σ4γpǫ1q r1´ γ5sV3σ3
“ ´s
?
2
a
s´M2 δ2σ3,´1 δλ1,´1
„
δσ4,σ3 r1´ cos θs ´ δσ4,´σ3
M?
s
sin θ

⑦ U4σ4γpǫ1qγpǫ2qγpq2qp1 ´ γ5qV3σ3 “ 2δλ2,λ1 δλ1,´1 U4σ4γpq2qp1´ γ5qV3σ3
“ 4 δλ2,λ1 δλ1,´1 δ2σ3,´1
„
´δσ4,σ3
a
2p3 ¨ p4 q2 ¨X 1 ´ δσ4,´σ3
2M?
2p3 ¨ p4 q2 ¨ p3

“ 2?s
a
s´M2 δλ2,λ1 δλ1,´1 δ2σ3,´1
„
δσ4,σ3 sin θ ´ δσ4,´σ3
M?
s
r1` cos θs

⑧ U4σ4γpǫ2qγpǫ1qγpq1qp1 ´ γ5qV3σ3 “ 2δλ2,λ1 δλ1,´1 U4σ4γpq1qp1´ γ5qV3σ3
“ ´2?s
a
s´M2 δλ2,λ1 δλ1,´1 δ2σ3,´1
„
δσ4,σ3 sin θ ` δσ4,´σ3
M?
s
r1´ cos θs

On a E4 “
?
s´ E3 “ s`M
2
2
?
s
. Nous poserons β‹ “ E3
E4
“ s´M
2
s`M2 . On a
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2q1,2 ¨ p4 “ 2
?
sE4p1˘ β‹ cos θq “ 2
?
sE3p1˘ β‹ cos θq{β‹
ǫ1 ¨ p3 “ ´ǫ1 ¨ p4 “ λ1E3?
2
sin θ, ǫ2 ¨ p3 “ ´ǫ2 ¨ p4 “ ´λ2E3?
2
sin θ
Rassemblant toutes ces expressions, on aboutit aux formules des six amplitudes d’he´licite´ non
nulles T σ4,σ3λ1,λ2 liste´es dans le tableau VI et dont nous laissons la ve´rification au lecteur.
T
Ò,Ó
`,´ “ ´
?
s´M2 r1` cos θs
"
1` β‹p1` κ
2
q 1´ cos θ
1` β‹ cos θ
*
T
Ó,Ó
`,´ “ ´
M
?
s´M2?
s
sin θ r1` cos θs
1´ cos θ
"
1` β‹
´
1` κs
2M2
¯ 1´ cos θ
1` β‹ cos θ
*
T
Ò,Ó
´,` “ ´
?
s´M2 r1´ cos θs
"
1` β‹p1` κ
2
q 1` cos θ
1´ β‹ cos θ
*
T
Ó,Ó
´,` “
M
?
s´M2?
s
sin θ r1´ cos θs
1` cos θ
"
1` β‹
´
1` κs
2M2
¯ 1` cos θ
1´ β‹ cos θ
*
T
Ò,Ó
´,´ “ ´
?
s´M2 1` β
‹
β‹
„
2` β‹κ 1´ β
‹ cos2 θ
1´ β‹2 cos2 θ

T
Ó,Ó
´,´ “ ´
M?
s
a
s´M2 cot θ
„
2
1´ β‹
β‹
` β
‹ sin2 θ r4β‹ ` κp1` β‹qs
1´ β‹2 cos2 θ

(4.72)
Tableau VI - Amplitudes d’he´licite´ non nulles pour γ ` γ Ñ e‹´ ` e` (me` “ 0)
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4.10 Amplitudes d’he´licite´ de e´ ` e` Ñ W´ ` W` via
l’e´change de leptons excite´s
Dans le cadre du mode`le standard e´lectro-faible, cette re´action s’effectue, a` l’ordre le plus bas
suivant les constantes de couplage, selon l’un ou l’autre des deux processus de´crits par les dia-
grammes de la figure 4.7. Le premier, (a), proce`de de l’e´change dans la voie t d’un neutrino
e´lectronique, et le second, (b), de l’e´change dans la voie s d’un photon ou d’un Z.
(b)
ν γ, Z
e
e
+
WW
_
_
W
+
e+
W +
e
_
_
(a)
Figure 4.7 – Diagrammes de Feynman du mode`le standard pour e´ ` e` ÑW´ `W`
Cependant, si l’on imagine que les leptons actuellement observe´s sont en re´alite´ des e´tats lie´s
de particules plus fondamentales, appele´es “pre´ons” dans les mode`les de “compositeness”, et qui
restent a` de´couvrir, on peut envisager, a` l’instar de ce qui est observe´ dans le secteur hadronique,
des multiplets d’isospin faible de leptons excite´s ; et si l’on suppose en outre que ces leptons
excite´s peuvent eˆtre couple´s aux leptons usuels par les particules de jauge γ,W,Z, d’autres voies
de re´alisation de re´actions telles que celle conside´re´e ici peuvent eˆtre imagine´es 19. Ainsi, dans
le secteur d’isospin et d’hypercharge IW “ 32 , Y “ ´1 on peut avoir quatre e´lectrons excite´spE`, E0, E´, E´´q (de spin 1/2), dont un neutre et un doublement charge´ ne´gativement, ces
derniers e´tant susceptibles d’intervenir dans la production d’une paire W´W` par collisions
e´e`, via les processus de´crits par les diagrammes de la figure 4.8, qui proce`dent par e´change
dans la voie t d’un E´´, diagramme (a), ou d’un E0, diagramme (b).
(b)
E − −
e
_
_
+e
W +
W W
W
_
e
_
e+
E 0
+
(a)
Figure 4.8 – Diagrammes de Feynman pour e´ ` e` ÑW´ `W` via l’e´change de leptons excite´s
Le couplage qui nous inte´resse ici entre ces e´lectrons excite´s et l’e´lectron usuel est suppose´ de
type magne´tique 20 et de´crit par le Lagrangien effectif suivant
19. Voir par exemple les re´centes publications suivantes, dans lesquelles le lecteur trouvera de nombreuses
re´fe´rences : S. Biondini, Frascati Phys, Ser. 55 (2012) 7-12 ; S. Biondini, O. Panella, G. Pancheri, Y. Srivas-
tava, Phys. Rev. D85 (2012) 095018 ; Nuovo Cim. C037, (2014) 02, 91-97 ; S. Biondini, O. Panella, Phys. Rev. D92
(2015) 015023 ; S. Biondini, O. Panella, Frascati Phys. Ser. 61 (2016) 141-146.
20. Ce qui garantit l’invariance de jauge.
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L “ C
!
e σµνBµW p`qν r1` γ5sE´´ ` E´´ σµνBµW p´qν r1´ γ5s e
1?
3
e σµνBµW p´qν r1` γ5sE0 ` 1?
3
E0 σµνBµW p`qν r1´ γ5s e
*
(4.73)
ou` C est une constante de couplage dont la valeur est ici sans importance et ou`, ici encore,
σµν “ i
4
rγµ, γνs. Avec ce Lagrangien, les amplitudes correspondant aux diagrammes (a) et (b)
de la figure 4.8 sont respectivement
Aa “ 1
Da
V2 σµν p
µ
3 ǫ
‹ν
3 r1` γ5s rMa ` γpQaqs σρω pρ4ǫ‹ω4 r1´ γ5s U1
avec Qa “ p1 ´ p4, Da “M2a ´Q2a,
Ab “ 1
3Db
V2 σµν p
µ
4 ǫ
‹ν
4 r1` γ5s rMb ` γpQbqs σρω pρ3ǫ‹ω3 r1´ γ5s U1
avec Qb “ p1 ´ p3, Db “M2b ´Q2b
apre`s division par C2. Les notations sont les suivantes : pU1, p1q et pV2, p2q sont les spineurs et 4-
impulsions respectives de l’e´lectron et du positron incidents ; pǫ3, p3q et pǫ4, p4q sont les vecteurs
de polarisation et les 4-impulsions respectives du W´ et du W` finals ; Ma et Mb sont les
masses respectives de E´´ et de E0, que l’on peut supposer e´gales, conforme´ment a` la syme´trie
suppose´e. Ces masses sont suppose´es tre`s grandes devant la masse de l’e´lectron, de sorte que
nous ne´gligerons cette dernie`re 21. Dans le re´fe´rentiel du centre de masse de la re´action, l’e´lectron
incident se propage selon l’axe Z et le positron en sens inverse, tandis que le W´ sortant est e´mis
avec l’angle θ par rapport a` Z. Dans ce re´fe´rentiel, l’axe Y est choisi selon
ÝÑ
p1 ^ ÝÑp3 et l’on a
p1 “
?
s
2
rT ` Zs , p2 “
?
s
2
rT ´ Zs , avec s “ pp1 ` p2q2,
p3 “
?
s
2
“
T ` βZ 1‰ , p4 “ ?s
2
“
T ´ βZ 1‰ , avec β “c1´ 4M2W
s
,
Z 1 “ Z cos θ `X sin θ, X 1 “ X cos θ ´ Z sin θ
ǫ
pλq
3 “ ´
1?
2
“
λX 1 ` iY ‰ , ǫpλq4 “ ǫp´λq3 pour λ “ ˘1,
ǫ
p0q
3 “
?
s
2MW
“
Z 1 ` βT ‰ , ǫp0q4 “ ?s2MW “´Z 1 ` βT ‰
De par la forme mage´tique du couplage et la pre´sence des matrices p1 ` γ5q et p1 ´ γ5q, les
amplitudes “re´duites” Ta “ 4DaAa, Tb “ 12DbAb s’expriment comme
Ta “ ´V2 r1` γ5s γpp3qγpǫ‹3qγpQaqγpp4qγpǫ‹4q r1´ γ5s U1 et
Tb “ ´V2 r1` γ5s γpp4qγpǫ‹4qγpQbqγpp3qγpǫ‹3q r1´ γ5s U1 (4.74)
La masse de l’e´lectron e´tant ne´glige´e, on a 22
21. Compte tenu du fait qu’on a aussi MW " me ...
22. A de´montrer !
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U1σ1V2σ2 “
1
2
?
s
δσ2,´σ1γpp1qγpp2q r1` p2σ1qγ5s
`p2σ1q
?
s
4
δσ2,σ1γpX ` ip2σ1qY q r1´ p2σ1γ5s
(4.75)
et
r1´ γ5s U1σ1V2σ2 r1` γ5s “ ´
?
s δσ2,σ1 δ2σ1,´1γpX ´ iY q r1` γ5s (4.76)
Comme on pouvait le pre´voir, seules les he´licite´s σ2 “ σ1 “ ´1{2 contribuent. On en de´duit
Ta “
?
s δσ2,σ1 δ2σ1,´1Xa avec
Xa “ Tr γpp3qγpǫ‹3qγpQaqγpp4qγpǫ‹4qγpX ´ iY q r1` γ5s
De fac¸on e´vidente, Tb se de´duit de Ta en e´changeant les roˆles de W
´ et W`. Il suffit donc de
de´terminer uniquement les amplitudes Ta.
R Commenc¸ons par l’e´valuation de la trace Xa pour des polarisations uniquement circulaires.
On a
Xapλ1, λ2q “ Tr γpp3qγpǫp´λ1qqγpQaqγpp4qγpǫpλ2qqγpX ´ iY q r1` γ5s
“ δλ2,λ1 Tr γpp3qγpǫp´λ1qqγpQaqγpp4qγpǫpλ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s
`δλ2,´λ1 Tr γpp3qγpǫp´λ1qqγpQaqγpp4qγpǫp´λ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s
et Qa “
?
s
2
“
Z ` βZ 1‰ , Z “ Z 1 cos θ ´ sin θ?
2
”
ǫp´q ´ ǫp`q
ı
① Comme les vecteurs de polarisation circulaire sont isotropes, il vient
Tr γpp3qγpǫp´λ1qqγpQaqγpp4qγpǫpλ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s
“
?
s
2
rcos θ ` βsTr γpp3qγpǫp´λ1qqγpZ 1qγpp4qγpǫpλ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s
“ s
?
s
8
rcos θ ` βs Tr γpT ` βZ 1qγpǫp´λ1qqγpZ 1qγpT ´ βZ 1qγpǫpλ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s
“ s
?
s
8
rcos θ ` βs Tr γpT ` βZ 1qγpT ` βZ 1qγpǫp´λ1qqγpZ 1qγpǫpλ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s
“M2W
?
s
2
rcos θ ` βs Tr γpǫp´λ1qqγpZ 1qγpǫpλ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s
Mais
γpǫp´λ1qqγpǫpλ1qq “ 1´ iλ1γpX 1qγpY q “ 1´ λ1γpZ 1qγpT qγ5, et
Tr γpǫp´λ1qqγpZ 1qγpǫpλ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s “ ´Tr
“
γpZ 1q ´ λ1γpT qγ5
‰
γpX ´ iY q r1` γ5s
“ ´4Z 1 ¨X “ 4 sin θ
Ainsi,
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Tr γpp3qγpǫp´λ1qqγpQaqγpp4qγpǫpλ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s “ 2M2W
?
s sin θ rcos θ ` βs
② Tr γpp3qγpǫp´λ1qqγpQaqγpp4qγpǫp´λ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s
“ ´
?
s
2
Tr γpp3qγpǫp´λ1qqγpZqγpǫp´λ1qqγpp4qγpX ´ iY q r1` γ5s
“ ´?sZ ¨ ǫp´λ1q Tr γpp3qγpǫp´λ1qqγpp4qγpX ´ iY q r1` γ5s
Or,
γpp3qγpǫp´λ1qqγpp4q “ ´s
4
γpǫp´λ1qq r1´ λ1βγ5s2 (4.77)
donc
Tr γpp3qγpǫp´λ1qqγpp4qγpX ´ iY q r1` γ5s “ ´s
4
p1` λ1βq2Tr γpǫp´λ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s
“ ´sp1` λ1βq2 ǫp´λ1q ¨ pX ´ iY q “ ´ s?
2
p1` λ1βq2 r1´ λ1 cos θs
Comme Z ¨ ǫp´λ1q “ λ1?
2
sin θ, on aboutit a`
Tr γpp3qγpǫp´λ1qqγpQaqγpp4qγpǫp´λ1qqγpX ´ iY q r1` γ5s
“ λ1 s
?
s
2
p1` λ1βq2 sin θ r1´ λ1 cos θs
Finalement, pour |λ1| “ |λ2| “ 1, on obtient
Xapλ1, λ2q “ s
?
s
2
sin θ
”
δλ1,λ2p1´ β2q rcos θ ` βs ` δλ2,´λ1λ1 p1` λ1βq2 r1´ λ1 cos θs
ı
Xapλ1, λ2q “ s
?
s
2
sin θ
r
δλ1,λ2p1´ β2q rcos θ ` βs
` δλ2,´λ1λ1 p1` λ1βq2 r1´ λ1 cos θs
z
, |λ1| “ |λ2| “ 1
(4.78)
R Prenons maintenant λ1 “ 0, |λ2| “ 1. Ici, ǫp0q3 ” z3 et, dans le couplage d’he´licite´ en voie s,
γpp3qγpǫp0q3 q “MWγpt3qγpz3q “MW γpT qγpZ 1q. Donc 23
Xap0, λ2q “ ´MW s
4
Tr γpT qγpZ 1qγpZ ` βZ 1qγpT ´ βZ 1qγpǫpλ2qqγpX ´ iY q r1` γ5s
“MW s
4
Tr γpT q “cos θ ` β ` sin θγpZ 1qγpX 1q‰ γpT ´ βZ 1qγpǫpλ2qqγpX ´ iY q r1` γ5s
“MW s
4
Tr
“
cos θ ` β ` sin θγpZ 1qγpX 1q‰ “1` βγpZ 1qγpT q‰ γpǫpλ2qqγpX ´ iY q r1` γ5s
23. Rappelons que ǫ‹2 “
”
ǫ
p´λ2q
1
ı‹ “ ´ǫpλ2q.
Christian Carimalo 191 Calcul spinoriel
Chapitre 4. Applications
Or, d’une part, γpZ 1qγpX 1q “ γpZqγpXq, et, d’autre part,
r1` βγpZ 1qγpT qs γpǫpλ2qq “ γpǫpλ2qq r1´ λ2βγ5s (4.79)
On a ainsi
Xap0, λ2q “MW s
4
r1` λ2βsTr γpX ´ iY q rcos θ ` β ` sin θγpZqγpXqsγpǫpλ2qq r1´ γ5s
“MW s
4
r1` λ2βsTr
!
rcos θ ` βs γpX ´ iY q ` sin θγpZq ` sin θγpT qγ5
)
γpǫpλ2qq r1´ γ5s
“MW s r1` λ2βs
!
rcos θ ` βs pX ´ iY q ` sin θZ
)
¨ ǫpλ2q
soit, tous calculs effectue´s,
Xap0, λ2q “ MW s?
2
r1` λ2βs r1` λ2 cos θs rβ ´ λ2 ` 2 cos θs ,
|λ2| “ 1
(4.80)
RLe lecteur ve´rifiera que l’on obtient de fac¸on similaire :
Xapλ1, 0q “ ´MW s?
2
r1´ λ1βs r1´ λ1 cos θs rβ ` λ1 ` 2 cos θs ,
|λ1| “ 1
(4.81)
R Prenons maintenant λ1 “ λ2 “ 0. On a alors γpp3qγpǫp0q3 q “ ´γpp4qγpǫp0q4 q “MW γpT qγpZ 1q,
et
Xap0, 0q “ ´M2W
?
s
2
Tr γpT qγpZ 1qγpZ ` βZ 1qγpT qγpZ 1qγpX ´ iY q r1` γ5s
“M2W
?
s
2
Tr
!
rcos θ ` βs γpZ 1q ` sin θγpX 1q
)
γpX ´ iY q r1` γ5s
“ 2M2W
?
s
“pcos θ ` βqZ 1 ¨X ` sin θX 1 ¨X‰ , soit
Xap0, 0q “ ´2M2W
?
s sin θ rβ ` cos θs (4.82)
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4.11 Amplitudes d’he´licite´ de g ` g Ñ g ` g
La diffusion de deux gluons, g`g Ñ g`g, est un processus de pure Chromodynamique Quantique.
A l’ordre le plus bas selon la constante de couplage forte
?
4παs, il est de´crit par les diagrammes
de la figure (4.9)
(4)
g g g
g
gg
g
g
1
g
1
3 4
g
4 3
3 4
g
2
ggg
2
g
2 1
(1) (2) (3)
g g
1 2
g
3
g
4
Figure 4.9 – Diagrammes de Feynman pour g ` g Ñ g ` g
correspondant respectivement aux amplitudes tensorielles suivantes (obtenues apre`s division par
4παs) :
A1 “ ´ 1pp1 ´ p3q2 fαγa fβδa
!
gµρpp1 ` p3qω ` gρωpp1 ´ 2p3qµ ´ gµωp2p1 ´ p3qρ
)
gωπˆ
!
gνσpp4 ` p2qπ ` gνπpp4 ´ 2p2qσ ´ gσπp2p4 ´ p2qν
)
A2 “ ´ 1pp1 ´ p4q2 fαδa fβγa
!
gµσpp1 ` p4qω ` gσωpp1 ´ 2p4qµ ´ gµωp2p1 ´ p4qσ
)
gωπˆ
!
gνρpp3 ` p2qπ ` gνπpp3 ´ 2p2qρ ´ gρπp2p3 ´ p2qν
)
A3 “ 1pp1 ` p2q2 fαβa fγδa
!
gµνpp1 ´ p2qω ` gνωpp1 ` 2p2qµ ´ gµωp2p1 ` p2qν
)
gωπˆ
!
gρσpp3 ´ p4qπ ` gσπpp3 ` 2p4qρ ´ gρπp2p3 ` p4qσ
)
A4 “ fαβa fγδa
!
gµσ gνρ ´ gµρ gνσ
)
` fαγa fδβa
!
gµν gρσ ´ gµσ gρν
)
`fγβa fαδa
!
gρσ gνµ ´ gρµ gνσ
)
Dans ces expressions, les grandeurs fαβa, etc, sont les constantes de structure de l’alge`bre de Lie
su(3), et une sommation sur l’indice a y est implicite. Ces constantes ne sont pas inde´pendantes
car elles satisfont l’identite´ de Jacobi
fαβa faγδ ` fβγa faαδ ` fγαa faβδ “ 0 (4.83)
(avec sommation sur a), soit
fαβa fγδa “ fαγa fβδa ´ fαδa fβγa (4.84)
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Cette dernie`re relation permet des regroupements de termes dans l’amplitude totale. Mais avant
de les effectuer, pre´cisons les notations. Le re´fe´rentiel du centre de masse de la re´action a pour
base pT,X, Y, Zq. Les gluons sont des particules vectorielles de masse nulle et n’ont donc que des
polarisations circulaires. Leurs 4-impulsions, indices de Lorentz, indices de couleur, 4-vecteurs de
polarisation sont les suivants :
✓ pp1, µ, α, ǫ1q et pp2, ν, β, ǫ2q pour les gluons initiaux, avec p1 “
?
s
2
rT ` Zs, p2 “
?
s
2
rT ´ Zs,
ǫ1 “ ´ 1?
2
rλ1X ` iY s, ǫ2 “ ´ 1?
2
r´λ2X ` iY s ;
✓ pp3, ρ, γ, ǫ3q et pp4, σ, δ, ǫ4q pour les gluons finals, avec p3 “
?
s
2
“
T ` Z 1‰, p4 “ ?s
2
“
T ´ Z 1‰,
ǫ3 “ ´ 1?
2
“
λ3X
1 ` iY ‰, ǫ4 “ ´ 1?
2
“´λ4X 1 ` iY ‰, Z 1 “ Z cos θ`X sin θ, X 1 “ X cos θ´Z sin θ ;
✓ enfin : s “ 2p1 ¨ p2 “ 2p3 ¨ p4, t “ 2p1 ¨ p3 “ 2p2 ¨ p4, u “ 2p1 ¨ p4 “ 2p2 ¨ p3, et l’on a s “ t` u.
En couplage d’he´licite´ dans la voie s, les 4-impulsions p1 et p2 sont toutes deux orthogonales a`
la fois a` ǫ1 et ǫ2 ; de meˆme, les 4-impulsions p3 et p4 sont toutes deux orthogonales a` la fois a`
ǫ3 et ǫ4. En conse´quence, nous e´liminerons dans l’amplitude tensorielle les termes proportionnels
a` p1µ, p1ν , p2µ, p2ν , p3ρ, p3σ, p4ρ, p4σ, dont les contributions sont finalement nulles
24. Tenant
compte aussi du fait que pp1`p2qµ ou ν “ pp3`p4qµ ou ν ” 0 et pp3`p4qρ ouσ “ pp1`p2qρ ouσ ” 0,
on obtient ainsi l’amplitude tensorielle “effective” suivante
T “ 2 fαγa fβδa T1 ` 2 fαδa fβγa T2, ou`
T1 “ gµσ gνρ ` u
t
gµρ gνσ ´ u
s
gµν gρσ ` 2
t
!
p1ρ rp3µ gνσ ´ p3ν gµσs
` p1σ rp3ν gµρ ´ p3µ gνρs ´ p1ρ p1σ gµν ´ p3µ p3ν gρσ
)
(4.85)
T2 “ gµρ gνσ ` t
u
gµσ gνρ ´ t
s
gµν gρσ ` 2
u
!
´ p1σ rp3µ gνρ ´ p3ν gµρs
´ p1ρ rp3ν gµσ ´ p3µ gνσs ´ p1ρ p1σ gµν ´ p3µ p3ν gρσ
)
Clairement, on obtient T2 a` partir de T1 en e´changeant entre eux soit les gluons finals, soit les
gluons initiaux 25. Pour le calcul des amplitudes d’he´licite´, qui est ici encore un excellent exercice
de manipulation des 4-vecteurs de polarisation et de leurs indices de spin, les formules suivantes
sont utiles :
ǫ1 ¨ ǫ2 “ δλ2,λ1 “
1
2
p1 ` λ1λ2q, ǫ3 ¨ ǫ4 “ δλ3,λ4 “
1
2
p1` λ3λ4q,
ǫ1 ¨ ǫ‹3 “ ´
1
2
r1` λ1λ3 cos θs , ǫ1 ¨ ǫ‹4 “ ´
1
2
r1´ λ1λ4 cos θs ,
ǫ2 ¨ ǫ‹3 “ ´
1
2
r1´ λ2λ3 cos θs , ǫ2 ¨ ǫ‹4 “ ´
1
2
r1` λ2λ4 cos θs ,
p1 ¨ ǫ‹3 “ ´λ3
?
s
2
?
2
sin θ, p1 ¨ ǫ‹4 “ λ4
?
s
2
?
2
sin θ,
p3 ¨ ǫ1 “ λ1
?
s
2
?
2
sin θ, p3 ¨ ǫ2 “ ´λ2
?
s
2
?
2
sin θ
24. Notons ici que l’amplitude tensorielle est invariante de jauge relativement a` chacun des indices µ, ν, ρ et σ,
a` la condition que les autres indices soient contracte´s avec les vecteurs de polarisation qui leur sont respectivement
attache´s.
25. Notons aussi que les facteurs de couleur associe´s respectivement a` T1 et a` T2 sont inde´pendants et que de
ce fait, T1 et T2 sont se´pare´ment invariants de jauge, sous la condition mentionne´e dans la note pre´ce´dente.
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cos θ “ 1´ 2t
s
“ 2u
s
´ 1, sin2 θ “ 4ut
s2
R Pour simplifier l’e´criture, posons c “ cos θ puis calculons :
T1λ1 λ2 λ3 λ4 “ pǫ1 ¨ ǫ‹4qpǫ2 ¨ ǫ‹3q `
u
t
pǫ1 ¨ ǫ‹3qpǫ2 ¨ ǫ‹4q ´
u
s
pǫ1 ¨ ǫ2qpǫ‹3 ¨ ǫ‹4q
`2
t
r
pp1 ¨ ǫ‹3q
”
pp3 ¨ ǫ1qpǫ2 ¨ ǫ‹4q ´ pp3 ¨ ǫ2qpǫ1 ¨ ǫ‹4q
ı
`pp1 ¨ ǫ‹4q
”
pp3 ¨ ǫ2qpǫ1 ¨ ǫ‹3q ´ pp3 ¨ ǫ1qpǫ2 ¨ ǫ‹3q
ı
´ pp1 ¨ ǫ‹3qpp1 ¨ ǫ‹4qpǫ1 ¨ ǫ2q ´ pp3 ¨ ǫ1qpp3 ¨ ǫ2qpǫ‹3 ¨ ǫ‹4q
z
“ 1
4
r1´ λ1λ4cs r1´ λ2λ3cs ` u
4t
r1` λ1λ3cs r1` λ2λ4cs ´ u
s
δλ2,λ1δλ4,λ3
` 1
4t
„ ?
s
2
?
2
sin θ
2 "
λ3
2
”
λ1r1` λ2λ4cs ` λ2r1´ λ1λ3cs
ı
`λ4
2
”
λ2r1` λ1λ3cs ` λ1r1´ λ2λ3cs
ı
` λ3λ4δλ2,λ1 ` λ1λ2δλ4,λ3
*
“ 1
4
r1´ λ1λ4cs r1´ λ2λ3cs ` s´ t
4t
r1` λ1λ3cs r1` λ2λ4cs
` u
4s
!
´ 4δλ2,λ1δλ4,λ3 `
1
2
rλ1 ` λ2srλ3 ` λ4s ` λ3λ4δλ2,λ1 ` λ1λ2δλ4,λ3
*
“ ´1
4
rλ1 ` λ2srλ3 ` λ4sr2u
s
´ 1s ` s
4t
„
1` rλ1λ3 ` λ2λ4sr1´ 2t
s
s
`λ1λ2λ3λ4r1´ 4ut
s2
s

` u
4s
t¨ ¨ ¨u
Remplac¸ant ensuite 4δλ,λ1 par 1` λλ1, on trouve finalement
T1λ1 λ2 λ3 λ4 “
s
4t
r1` λ1λ3sr1` λ2λ4s ´ u
4s
r1´ λ1λ2sr1´ λ3λ4s ´ 1
4
rλ1 ´ λ2srλ3 ´ λ4s
puis
T2λ1 λ2 λ3 λ4 “
s
4u
r1` λ1λ4sr1` λ2λ3s ´ t
4s
r1´ λ1λ2sr1´ λ3λ4s ´ 1
4
rλ1 ´ λ2srλ4 ´ λ3s
L’amplitude ge´ne´rique totale s’e´crit donc (sommation implicite sur a)
T
αβγδ
λ1 λ2 λ3 λ4
“ 1
2
”
fαγa fβδaX1 ` fαδa fβγaX2
ı
avec
X1 “ s
t
r1` λ1λ3sr1` λ2λ4s ´ u
s
r1´ λ1λ2sr1´ λ3λ4s ´ rλ1 ´ λ2srλ3 ´ λ4s,
X2 “ s
u
r1` λ1λ4sr1` λ2λ3s ´ t
s
r1´ λ1λ2sr1´ λ3λ4s ´ rλ1 ´ λ2srλ4 ´ λ3s
(4.86)
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Dix amplitudes sont nulles inde´pendamment des facteurs de couleur fαγa fβδa et fαδa fβγa :
T ¨¨¨```´ “ T ¨¨¨``´` “ T ¨¨¨`´``` “ T ¨¨¨´``` “ T ¨¨¨´´´` “ T ¨¨¨´´`´ “ T ¨¨¨´`´´ “ T ¨¨¨`´´´ “ 0
T ¨¨¨``´´ “ T ¨¨¨´´`` “ 0
et les six restantes, nulles ou non selon les valeurs des facteurs de couleur, sont liste´es dans le
tableau VII :
T
αβγδ
```` “ Tαβγδ´´´´ “ 2
”
fαγa fβδa
s
t
` fαδa fβγa s
u
ı
T
αβγδ
`´`´ “ Tαβγδ´`´` “ 2
„
fαγa fβδa
u2
st
` fαδa fβγa u
s

T
αβγδ
`´´` “ Tαβγδ´``´ “ 2
„
fαγa fβδa
t
s
` fαδa fβγa t
2
su

(4.87)
Tableau VII - Amplitudes d’he´licite´ de g ` g Ñ g ` g
Utilisant les relationsÿ
αγ
fαγa fαγb “ 3δab,
ÿ
αaδ
fαγa fβδa fαδb “ ´
ÿ
αaδ
fδβa faγα fαbδ “ 3
2
fβγb,
on de´duit ensuite le taux d’interaction 26ÿ
|T |2 “ 128ˆ 9ˆ
„
3` st
u2
` su
t2
´ ut
s2

(4.88)
26. B.L. Combridge, J. Kripfganz, J. Ranft, Phys. Lett. 70B (1977) 234. Attention, dans cette re´fe´rence t et u
sont les variables de Mandelstam, oppose´es a` t et u de´finis ici, lesquels sont positifs.
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4.12 Comple´ment I : Obtention du taux d’interaction de
γ‹ ` γ‹ Ñ e´ ` e` par un calcul de trace ; amplitudes
Fmm ;nn
Pour bien comprendre un calcul, il est toujours bon de l’aborder de diffe´rentes fac¸ons afin de
cerner ses difficulte´s et de rechercher des astuces permettant de contourner celles-ci. Ainsi, a`
titre de comparaison avec le calcul d’amplitudes d’he´licite´ et pour comple´ter l’e´tude du processus
virtuel γ‹ ` γ‹ Ñ e´ ` e`, nous pre´sentons le calcul du tenseur
Xµρ;νσ “
ÿ
pol.
Tµν T
‹
νσ, avec Tµν “ U3Xµν V4, T ‹ρσ “ V4Xρσ U3,
Xµν “ 2
”p3µ
a
´ p4µ
b
ı
γν ´ 1
a
γµγpp1qγν ` 1
b
γνγpp1qγµ, (4.89)
Xρσ “ 2
”p3ρ
a
´ p4ρ
b
ı
γσ ´ 1
a
γργpp1qγσ ` 1
b
γσγpp1qγρ,
ou`
ÿ
pol.
est la somme sur tous les e´tats de spin de l’e´lectron et du positron, que nous effectuerons
en calculant la trace
Xµρ;νσ “ Tr rγpp3q `msXµν rγpp4q ´msXρσ
Pour s’e´pargner le fastidieux calcul d’une trace d’un produit de huit matrices γ, nous utiliserons
pre´alablement la de´composition suivante d’un produit de trois de ces matrices 27 :
γµγαγν “ gµα γν ´ gµνγα ` gανγµ ´ iǫµανωγωγ5
pour e´crire les tenseurs Xµν et Xρσ sous la forme
Xµν “ Aµναγα ` iBµναγαγ5, Xρσ “ Aρσβγβ ´ iBρσβγβγ5, avec
Aµνα “ 2
”p3µ
a
´ p4µ
b
ı
gνα `
ˆ
1
b
´ 1
a
˙”
p1µgνα ´ p1αgµν ` p1νgµα
ı
Bµνα “ ǫµναω pω1
ˆ
1
a
` 1
b
˙
et obtenir “simplement” :
1
4
Xµν;ρσ “
!
AµναAρσβ `BµναBρσβ
)
Lαβ
`gαβ
!`
m2 ´ p3 ¨ p4
˘
BµναBρσβ ´
`
m2 ` p3 ¨ p4
˘
AµναAρσβ
)
`
!
BµναAρσβ ´AµναBρσβ
)
ǫαβωπ p3ωp4π, ou` (4.90)
Lαβ “ pα3 pβ4 ` pα4 pβ3
L’e´tape suivante, la plus longue, consiste a` effectuer les contractions des tenseurs dans (4.90).
Observons tout d’abord que la syme´trie entre les deux photons virtuels a e´te´ e´gare´e lorsque le
tenseur Xµν a e´te´ pre´sente´ sous la forme (4.89), re´sultant d’un souci naturel de simplification.
Pour tenter de la retrouver et exploiter au mieux l’expression (4.90), nous projetterons cette
dernie`re sur deux tenseurs Fµρ et Gνσ, le premier orthogonal a` p1 suivant ses deux indices, le
second orthogonal a` p2 suivant ses deux indices. Nous noterons piµpjρF
µρ “ F ppi, pjq “ Fij , et
utiliserons le meˆme type de notation pour les contractions des tenseurs Gνσ et Lαβ.
27. Voir ITL, Eq, 7.59.
Christian Carimalo 197 Calcul spinoriel
Chapitre 4. Applications
① Calcul de Q1 “ AµναAρσβLαβFµρGνσ
‚ Q11 “ 4
”p3µ
a
´ p4µ
b
ı ”p3ρ
a
´ p4ρ
b
ı
FµρGαβL
αβ “ 4
„
F33
a2
` F44
b2
´ rF34 ` F43s
ab

rG34 `G43s
‚ Q12 “ 2
a
p3µ
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
gνα rp1σgρβ ´ p1βgρσsFµρGνσLαβ “ 2
a
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
rF33G41 ` F34G31s
´2
a
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
rp1 ¨ p4H33 ` p1 ¨ p3H34s , ou` Hµν “ gρσFµρGνσ
‚ Q13 “ ´2
b
p4µ
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
gνα rp1σgρβ ´ p1βgρσsFµρGνσLαβ “ ´2
b
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
rF43G41 ` F44G31s
`2
b
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
rp1 ¨ p4H43 ` p1 ¨ p3H44s
‚ Q14 “ 2
a
p3ρ
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
gσβ rp1νgµα ´ p1αgµνsFµρGνσLαβ “ 2
a
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
rF33G14 ` F43G13s
´2
a
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
rp1 ¨ p4K33 ` p1 ¨ p3K34s , ou` Kρσ “ gµνFµρGνσ
‚ Q15 “ ´2
b
p4ρ
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
gσβ rp1νgµα ´ p1αgµνsFµρGνσLαβ “ ´2
b
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
rF34G14 ` F44G13s
`2
b
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
rp1 ¨ p4K43 ` p1 ¨ p3K44s
‚ Q16 “
ˆ
1
b
´ 1
a
˙2
rp1νgµα ´ p1αgµν s rp1σgρβ ´ p1βgρσsFµρGνσLαβ
“
ˆ
1
b
´ 1
a
˙2 !
rF34 ` F43sG11 ´ p1 ¨ p3H41 ´ p1 ¨ p4H31
´ p1 ¨ p3K41 ´ p1 ¨ p4K31 ` 2pp1 ¨ p3qpp1 ¨ p4qH
)
, ou` H “ gµνHµν
② Calcul de Q2 “ BµναBρσβLαβFµρGνσ
Le produit ǫµναr ǫρσβs ne permet pas d’effectuer imme´diatement des produits scalaires. On peut
lui trouver une forme adapte´e en utilisant la formule (2.183) du chapitre 2, reposant sur la
de´finition du tenseur de Levi-Civita. Compte tenu de la me´trique de Minkowski, ledit produit
s’exprime selon la longue formule (4.91) ci-dessous (de´veloppement d’un de´terminant 4ˆ 4).
‚ Q21 “ t1
ˆ
1
b
` 1
a
˙2 ”
F GL`M34 `M43 `N34 `N43 ´ F rG34 `G43s ´G rF34 ` F43s ´ML
ı
ou` F “ gµρFµρ, G “ gνσGνσ, Mρν “ gµσFµρGνσ, Nµσ “ gνρFµρGνσ,
L “ gαβLαβ “ 2 p3 ¨ p4, M “ gρνMρν “ N “ gµσNµσ
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ǫµναr ǫρσβs “ ´grs
”
gµρ gνσ gαβ ` gµσ gνβ gαρ ` gµβ gνρ gασ ´ gµρ gνβ gασ
´ gµβ gνσ gαρ ´ gµσ gνρ gαβ
ı
` grβ
”
gµs gνρ gασ ` gµρ gνσ gαs ` gµσ gνs gαρ
´ gµs gνσ gαρ ´ gµσ gνρ gαs ´ gµρ gνs gασ
ı
´ grσ
”
gµβ gνs gαρ ` gµs gνρ gαβ
` gµρ gνβ gαs ´ gµβ gνρ gαs ´ gµρ gνs gαβ ´ gµs gνβ gαρ
ı
` grρ
”
gµσ gνβ gαs
` gµβ gνs gασ ` gµs gνσ gαβ ´ gµσ gνs gαβ ´ gµs gνβ gασ ´ gµβ gνσ gαs
ı
“ grs ǫλµνα ǫλρσβ ´ grβ ǫλµνα ǫλsρσ ` grσ ǫλµνα ǫλβsρ ´ grρ ǫλµνα ǫλσβs
(4.91)
‚ Q22 “
ˆ
1
b
` 1
a
˙2 ”
F GL11 ` p1 ¨ p4M31 ` p1 ¨ p3M41 ´ML11 ´ F rp1 ¨ p4G13 ` p1 ¨ p3G14s
ı
‚ Q23 “ ´
ˆ
1
b
` 1
a
˙2 ”
G11 rF34 ` F43s ` F rp1 ¨ p3G41 ` p1 ¨ p4G31s
´ p1 ¨ p3N41 ´ p1 ¨ p4N31 ´ F LG11
ı
③ Calcul de Q3 “ pm2 ´ p3 ¨ p4qBµναBρσβ gαβFµρGνσ
‚ Q3 “ ´pm2 ´ p3 ¨ p4q
ˆ
1
b
` 1
a
˙2
pr1p
s
1 F
µρGνσ
”
gµρ gνσ grs ` gµσ gνs grρ ` gµs gνρ grσ
´ gµρ gνs grσ ´ gµs gνσ grρ ´ gµσ gνρ grs
ı
“ ´pm2 ´ p3 ¨ p4q
ˆ
1
b
` 1
a
˙2 ”
´ t1FG
´ F G11 ` t1M
ı
④ Calcul de Q4 “ ´pm2 ` p3 ¨ p4qAµναAρσβ gαβFµρGνσ
Q4 “ ´pm2 ` p3 ¨ p4q
"
4G
„
F33
a2
` F44
b2
´ rF34 ` F43s
ab

` 2
ˆ
1
b
´ 1
a
˙„
H41 `K41
b
´M41 `N41
b
´ H31 `K31
a
` M31 `N31
a

`
ˆ
1
b
´ 1
a
˙2
r´t1H ` F G11s
+
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⑤ Calcul de Q5 “ BµναAρσβ ǫαβωπ p3ωp4π FµρGνσ
‚ Q5 “ ´
ˆ
1
b
` 1
a
˙
FµρGνσ
”
δβµ p3ν p1 ¨ p4 ` p3µ p4ν pβ1 ` p4µ δβν p1 ¨ p3 ´ δβµ p4ν p1 ¨ p3
´ p4µ p3ν pβ1 ´ p3µ δβν p1 ¨ p4
ı"
2
”p3ρ
a
´ p4ρ
b
ı
gσβ `
ˆ
1
b
´ 1
a
˙
rp1σ gρβ ´ p1β gρσs
*
“ ´
ˆ
1
b
` 1
a
˙s
2
a
r p1 ¨ p4M33 `G41 F33 ` p1 ¨ p3GF43 ´ p1 ¨ p3M34 ´G31 F43 ´ p1 ¨ p4GF33s
´ 2
b
r p1 ¨ p4M43 `G41 F34 ` p1 ¨ p3GF44 ´ p1 ¨ p3M44 ´G31 F44 ´ p1 ¨ p4GF34s
`
ˆ
1
b
´ 1
a
˙”
p1 ¨ p4 F G31 ` t1H34 ` p1 ¨ p3N41 ´ p1 ¨ p3H41 ´ p1 ¨ p3 F G41
´ t1H43 ´ p1 ¨ p4N31 ` p1 ¨ p4H31
ız
⑥ Calcul de Q6 “ ´AµναBρσβ ǫαβωπ p3ωp4π FµρGνσ
Q6 “ ´
ˆ
1
b
` 1
a
˙s
2
a
r p1 ¨ p4N33 `G14 F33 ` p1 ¨ p3GF34 ´ p1 ¨ p3N34 ´G13 F34
´p1 ¨ p4GF33s ´ 2
b
r p1 ¨ p4N43 `G14 F43 ` p1 ¨ p3GF44 ´ p1 ¨ p3N44
´G13 F44 ´ p1 ¨ p4GF43s `
ˆ
1
b
´ 1
a
˙”
p1 ¨ p4 F G13 ` t1K34 ` p1 ¨ p3M41
´ p1 ¨ p3K41 ´ p1 ¨ p3 F G14 ´ t1K43 ´ p1 ¨ p4M31 ` p1 ¨ p4K31
ız
Nous ordonnerons ensuite les termes de la fac¸on suivante : facteur de F G, facteur de F , facteur
de G, facteurs des FijGkℓ, puis le reste.
① Facteur de F G
R1 “
ˆ
1
b
` 1
a
˙2 ”
t1 L` L11 ´ t1pp3 ¨ p4 ´m2q
ı
, et
t1 L` L11 ´ t1pp3 ¨ p4 ´m2q “ 1
2
t1W
2 ` 1
2
pa` t1qpb ` t1q ou`
W 2 “ pp3 ` p4q2 “ 2m2 ` 2 p3 ¨ p4 “ pp1 ` p2q2 “ a` b´ t1 ´ t2, d1ou`
R1 “ 1
2
ˆ
1
b
` 1
a
˙2
pa b´ t1 t2q
Pour e´viter des confusions, le carre´ de la masse invariante de la paire e´e` est ici note´W 2 plutoˆt
que s comme dans les formules de la section 4.4, car le processus virtuel γ‹`γ‹ Ñ e´`e` est un
sous-processus d’un processus global dont le carre´ de la masse invariante est ge´ne´ralement note´ s.
② Facteur de F
R2 “
ˆ
1
b
` 1
a
˙2 !
´ t1 rG34 `G43s ´ p1 ¨ p4 rG13 `G31s ´ p1 ¨ p3 rG14 `G41s ` LG11
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´G11pp3 ¨ p4 ´m2q
)
´ pp3 ¨ p4 `m2q
ˆ
1
b
´ 1
a
˙2
G11
`
ˆ
1
a2
´ 1
b2
˙!
p1 ¨ p4 rG31 `G13s ´ p1 ¨ p3 rG14 `G41s
)
“ 2
a2
t1G44 ` 2
b2
t1G33 ´ 2
ab
”
t1 rG34 `G43s ` t2G11
ı
Pour arriver a` ce re´sultat, nous avons effectue´, d’une part, les simplifications qui re´sultent de
Gνσp2ν “ Gνσp2σ “ 0, et qui permettent d’e´crire, par exemple, G31 “ G33 ` G34, puisque
p1 “ p3`p4´p2, et, d’autre part, tenu compte de la relationW 2 “ 2pp3 ¨p4`m2q “ a`b´t1´t2.
③ Facteur de G
En e´crivant F22 “ F33 ` F44 ` F34 ` F43, on trouve
R3 “ 2
a2
t2 F33 ` 2
b2
t2 F44 ´ 2
ab
”
t2 rF34 ` F43s ` t1 F22
ı
③ Facteur de H
R4 “ 1
2
ˆ
1
b
´ 1
a
˙2
pab´ t1t2q
③ Facteur de M
R5 “ ´1
2
ˆ
1
b
` 1
a
˙2
pab ´ t1t2q
④ Termes du type FijGkℓ
R6 “ ´ 2
a2
!
4F33G44 ` rF34 ´ F43s rG34 ´G43s
)
´ 2
b2
!
4F44G33 ` rF34 ´ F43s rG34 ´G43s
)
´ 4
ab
rF34 ` F43s rG34 `G43s
⑤ Terme proportionnel a` H34 `K34 : R7 “ 4
a
rH34 `K34s.
⑥ Terme proportionnel a` H43 `K43 : R7 “ 4
b
rH43 `K43s.
⑦ Termes restants :
R8 “ ´∆34
„
2pt1 ` t2q
ab
` W
2
a
ˆ
1
a
` 1
b
˙
´∆43
„
2pt1 ` t2q
ab
` W
2
b
ˆ
1
a
` 1
b
˙
ou` l’on a pose´ ∆34 “ H34 `K34 ´M34 ´N34, ∆43 “ H43 `K43 ´M43 ´N43.
Finalement, on aboutit a` la formule (4.92) suivante, ou` l’on retrouve toutes les syme´tries sou-
haite´es (entre les photons initiaux d’une part, et entre les leptons finals d’autre part) :
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Xµρ;νσ F
µρGνσ “ XFG “
2F G
ˆ
1
b
` 1
a
˙2
pa b´ t1 t2q
` 8F
"
t1
a2
G44 ` t1
b2
G33 ´ 1
ab
”
t1 rG34 `G43s ` t2G11
ı*
` 8G
"
t2
b2
F44 ` t2
a2
F33 ´ 1
ab
”
t2 rF34 ` F43s ` t1 F22
ı*
`2pab´ t1t2q
#
H
ˆ
1
b
´ 1
a
˙2
´M
ˆ
1
b
` 1
a
˙2+
´ 8
a2
!
4F33G44 ` rF34 ´ F43s rG34 ´G43s
)
´ 8
b2
!
4F44G33 ` rF34 ´ F43s rG34 ´G43s
)
´16
ab
rF34 ` F43s rG34 `G43s
`16
a
rH34 `K34s ` 16
b
rH43 `K43s
´4∆34
„
2pt1 ` t2q
ab
` W
2
a
ˆ
1
a
` 1
b
˙
´ 4∆43
„
2pt1 ` t2q
ab
` W
2
b
ˆ
1
a
` 1
b
˙
(4.92)
Dans les cas courants, les tenseurs Fµν et Gνσ utilise´s sont syme´triques et l’expression (4.92) se
simplifie conside´rablement, puisqu’alors Hωπ “ Kωπ “Mωπ “ Nωπ, ∆34 “ ∆43 “ 0 :
XFG “ 2F G
ˆ
1
b
` 1
a
˙2
pa b´ t1 t2q ´ 8H pab´ t1t2q
ab
` 8F
"
t1
a2
G44 ` t1
b2
G33 ´ 1
ab
”
2 t1G34 ` t2G11
ı*
` 8G
"
t2
b2
F44 ` t2
a2
F33 ´ 1
ab
”
2 t2 F34 ` t1 F22
ı*
´32
a2
F33G44 ´ 32
b2
F44G33 ´ 64
ab
F34G34 ` 32
a
H34 ` 32
b
H43
(4.93)
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Prenons par exemple Fµρ “ gµρ ` p
µ
1p
ρ
1
t1
. On obtient 28
XG “ 4G
#
2m2t2
ˆ
1
a
` 1
b
˙2
` pab´ t1t2q
ˆ
1
a2
` 1
b2
˙
´ 2t2W
2
ab
+
`16pt1 ´ 2m2q
"
G33
b2
` G44
a2
´ 2G34
ab
*
´ 16t2
ab
rG33 `G44s
(4.94)
et si, de plus, Gνσ “ gνσ ` p
ν
2p
σ
2
t2
, cette expression devient
XT “ 8 pab´ t1t2q
ˆ
1
a2
` 1
b2
˙
´ 16pt1 ` t2qW
2
ab
´ 32m4
ˆ
1
a
` 1
b
˙2
`16m2
«
pt1 ` t2q
ˆ
1
a
` 1
b
˙2
` 2W
2
ab
ff (4.95)
Puis, prenant Fµρ “ qµqρ avec q “ r` p1 p1 ¨ r
t1
ou` r est un 4-vecteur quelconque, (4.92) prend la
forme
Xr “ G
#
2r2
ˆ
1
a
` 1
b
˙2
pab´ t1t2q
`8t2
„
1
b
´
r ¨ p4 ´ r ¨ p1
2
¯
´ 1
a
´
r ¨ p3 ´ r ¨ p1
2
¯2
´2t2pr ¨ p1q2
ˆ
1
a
` 1
b
˙2
´ 8
ab
“
t1pr ¨ p2q2 ` r ¨ p1pa` bq
‰+´ 8Grr ab´ t1t2
ab
`16G3r
ab
”
a r2r ¨ p4 ´ r ¨ p1s ` t2r ¨ p1
ı
` 16G4r
ab
”
b r2r ¨ p3 ´ r ¨ p1s ` t2r ¨ p1
ı
`8G33
b2
"
4pr ¨ p4q rr ¨ p1 ´ r ¨ p4s ` r2t1 ´ r2t2 b
a
*
`8G44
a2
!
4pr ¨ p3q rr ¨ p1 ´ r ¨ p3s ` r2t1 ´ r2t2 a
b
)
´16G34
ab
!
p2r ¨ p3 ´ r ¨ p1qp2r ¨ p4 ´ r ¨ p1q ` pr ¨ p1q2 ` r2 rt1 ` t2s
)
(4.96)
28. Dans le calcul menant de (4.93) a` (4.94), tous les termes en 1{t1 ou en 1{t21, qui pourraient eˆtre cause
de divergence lorsque t1 Ñ 0, disparaissent. C’est, en fait, une conse´quence de l’invariance de jauge du tenseur
complet Xµρ;νσ . Cette remarque s’applique aussi au calcul de (4.96).
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Ci-dessous sont pre´sente´es certaines combinaisons d’amplitudes
Fmm ;nn “ rǫm1 sµ
“
ǫm¯1
‰‹ρ
Xµρ ; νσ rǫn2 sν
“
ǫn¯1
‰‹σ “ÿ
pol
TmnT
‹
m¯ n¯
intervenant dans le taux d’interaction de la production d’une paire e´e` par e´change de deux
photons virtuels, selon le processus de´crit au paragraphe 1.5.3 du chapitre 1 29. On peut les
obtenir en sommant des amplitudes d’he´licite´ calcule´es dans la section 4.4 (avec le changement
sÑW 2), ou bien en utilisant directement la formule (4.93).
F`` ;`` ` F`` ;´´ “ 4
a2b2
!
rab´ t1t2s
“
Z2 ´ 2ab‰´ 4η4Z2
` 2η2Z r2ab´ Zpt1 ` t2qs
)
F`` ;`´ “ 4Zη
2
a2b2
!
2
“
Zη2 ´ ab‰` Zt1)
F`´ ;`` “ 4Zη
2
a2b2
!
2
“
Zη2 ´ ab‰` Zt2)
F`´ ;`´ “ 8
a2b2
!
ab t1t2 ´
“
ab´ Zη2‰2) , F`´ ;´` “ ´8Z2η4
a2b2
F`` ; 0´ ´ F`` ;`0 “ 8
a2b2
c
2t2
W 2
η ζ X1
!
ab´ Z “2η2 ` t1‰)
F`0 ;`` ´ F0´ ;`` “ 8
a2b2
c
2t1
W 2
η ζ X2
!
ab´ Z “2η2 ` t2‰)
F`´ ; 0´ ´ F`´ ;`0 “ 16
a2b2
c
2t2
W 2
η ζ X1
!
Zη2 ´ ab
)
F`0 ;`´ ´ F0´ ;`´ “ 16
a2b2
c
2t1
W 2
η ζ X2
!
Zη2 ´ ab
)
F0` ;`´ ´ F´0 ;`´ “ 16
a2b2
c
2t1
W 2
η3 ζ X2Z
F`` ; 00 “ 2t2
W 2
! “
2η2 ` t1
‰ “
W 2Z2 ´ 4X21ζ2
‰´ 4t1W 2ab)
F00 ;`` “ 2t1
W 2
! “
2η2 ` t2
‰ “
W 2Z2 ´ 4X22ζ2
‰´ 4t2W 2ab)
F`´ ; 00 “ 4t2η
2
a2b2W 2
!
4X21ζ
2 ´ Z2W 2
)
F`0 ; 00 “ 8t2
a2b2
c
2t1
W 2
ηζ
!
ZW 2 ´ 4X1ζ2
)
, F00 ; 00 “ 32t1t2
a2b2
ζ2
“
W 2 ´ 4ζ2‰
(4.97)
29. Voir, par exemple, N. Arteaga, C. Carimalo, P. Kessler, S. Ong, O. Panella, Phys. Rev. 52, 4920 (1995).
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avec les notations suivantes :
Z “W 2 ` t1 ` t2 “ a` b, X1 “W 2 ´ t1 ` t2, X2 “W 2 ` t1 ´ t2,
η “ W
2
β sin θ, ζ “ W
2
β cos θ, β “
c
1´ 4m
2
W 2
Dans les formules (4.92) a` (4.96), le taux d’interaction est exprime´ a` l’aide des invariants de
la re´action et les expressions correspondantes sont directement utilisables pour obtenir, par un
prolongement analytique approprie´, le taux d’interaction de la diffusion Compton virtuelle, avec
des photons virtuels du genre espace ou du genre temps.
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4.13 Comple´ment II : La conjugaison de charge
Du point de vue du groupe de Lorentz, la conjugaison de charge est l’ope´ration qui transforme
l’e´tat d’une particule correspondant a` une 4-impulsion p et une composante de spin σ donne´es en
l’e´tat de son anti-particule correspondant a` ces meˆmes grandeurs. Pour ce meˆme e´tat | r p s, σ ą,
notons aσpr p sq et bσpr p sq les ope´rateurs d’annihilation de la particule et de son anti-particule,
respectivement. Agissant sur ces ope´rateurs, la conjugaison de charge est repre´sente´e par un
ope´rateur UpCq, line´aire et unitaire 30 , tel que
UpCq aσpr p sqUpCq´1 “ ηc bσpr p sq, UpCq a:σpr p sqUpCq´1 “ η‹c b:σpr p sq (4.98)
avec ηc η
‹
c “ 1
On doit avoir syme´triquement
UpCq bσpr p sqUpCq´1 “ η1c aσpr p sq, avec η1c η1‹c “ 1 (4.99)
ce qui implique que
UpCq2 “ ηc η1c ˆ id. (4.100)
ou` id. est l’ope´rateur identite´ dans l’espace de Fock. Conside´rons le champ de spineurs
Ψpxq “
ż
dρppq
ÿ
σ
“
e´ip¨x Uσpr p sq aσpr p sq ` eip¨xWσpr p sq b:σpr p sq
‰
(4.101)
ou` dρppq “ d
3p
p2πq32E avec E “
b
m2` ÝÑp 2. L’analogue de ce champ qui correspondrait a` un
univers ou` anti-particule et particule auraient e´change´ leurs roˆles s’e´crit
Ψcpxq “
ż
dρppq
ÿ
σ
“
e´ip¨x Uσpr p sq bσpr p sq ` eip¨xWσpr p sq a:σpr p sq
‰
(4.102)
et ladite conjugaison de charge doit permettre de passer de l’un a` l’autre :
UpCqΨpxqUpCq´1 “ ηΨcpxq ou` |η| “ 1 (4.103)
Or,
UpCqΨpxqUpCq´1 “
ż
dρppq
ÿ
σ
“
ηc e
´ip¨x Uσpr p sq bσpr p sq ` η1‹c eip¨xWσpr p sq a:σpr p sq
‰
(4.104)
et l’on est donc amene´ a` poser η1‹c “ ηc “ η. Cependant, le champ Ψpxq e´tant suppose´ eˆtre
l’unique grandeur de´crivant a` la fois les particules et les anti-particules de l’espe`ce conside´re´e,
son transforme´ Ψcpxq doit pouvoir eˆtre exprime´ en fonction de celui-ci. Comparant (4.104) et
(4.101), on voit que cela ne´cessite une conjugaison hermitique et une transposition des spineurs :
tΨ:pxq “
ż
dρppq
ÿ
σ
“
e´ip¨x tW :σpr p sq bσpr p sq ` eip¨x tU :σpr p sq a:σpr p sq
‰
puis une transformation line´aire permettant d’exprimer tU :σpr p sq et tW :σpr p sq en fonction de
Wσpr p sq et Uσpr p sq, c’est-a`-dire, telle que
30. Par conjugaison de charge, le nombre d’anti-particules finales doit eˆtre e´gal au nombre de particules initiales.
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Lc
tW :σpr p sq “ η ηc Uσpr p sq et Lc tU :σpr p sq “ η η1‹c Wσpr p sq (4.105)
afin d’obtenir
Lc
tΨ:pxq “ ηΨcpxq (4.106)
Du point de vue des fonctions d’onde spinorielles et des facteurs e˘ip¨x, le passage de Ψpxq a`
Ψcpxq apparaˆıt donc comme une ope´ration anti-line´aire. En fait, on peut conside´rer que (4.105)
est la de´finition approprie´e du spineur W conduisant a` (4.106). Pour la suite, nous renvoyons
le lecteur a` la section 6.9 et au paragraphe 7.4.3 de notre cours ITL. Nous y montrons que le
spineur a` e´nergie ne´gative
Wσpr p sq “ p´1q1{2´σ V´σpr p sq pV “ γ5Uq (4.107)
est tel que
Uσpr p sq “ C tW σpr p sq, Wσpr p sq “ C tUσpr p sq
ou` C “ i γ2 γ0
(4.108)
Prenant cette de´finition du spineur W , on obtient alors
UpCqΨpxqUpCq´1 “ Ψcpxq “ C tΨpxq (4.109)
Notons en passant que les relations simples
W Ò “ V Ó, W Ó “ ´V Ò
justifient l’utilisation syste´matique des spineurs V pour repre´senter les e´tats spinoriels d’une
anti-particule de spin 1/2. La matrice C a les proprie´te´s suivantes :
C‹ “ C “ ´C´1, C γµ C´1 “ ´ tγµ, C γ5 C´1 “ γ5 (4.110)
Conside´rons alors la forme Xpσ1, σq “ U 1σ1 ΓUσ ou` Γ est le produit de n matrices γµ, ne compor-
tant aucune matrice γ5 : Γ “ γ1 ¨ ¨ ¨ γn. Conside´rons son conjugue´ complexe :
X‹pσ1, σq “ Uσ γn ¨ ¨ ¨ γ1 U 1σ1 “ tU 1σ1 tγ1 ¨ ¨ ¨ tγn tUσ “W
1
σ1 C
´1 tγ1 ¨ ¨ ¨ tγn C´1Wσ
“ ´p´1qnW 1σ1 γ1 ¨ ¨ ¨ γnWσ “ p´1qn p´1q1´σ
1´σ U
1
´σ1 γ5 γ1 ¨ ¨ ¨ γn γ5 U´σ (4.111)
“ p´1q1´σ1´σXp´σ1,´σq “ p2σqp2σ1qXp´σ1,´σq
Si Γ comporte une matrice γ5
31, du fait que γ0
tγ5 γ0 “ γ0 γ5 γ0 “ ´γ5, un signe “´” supple´men-
taire s’introduit et l’on a dans ce cas
X‹pσ1, σq “ p´1qσ1`σX´σ1,´σ “ ´p2σqp2σ1qX´σ1,´σ (4.112)
31. Le cas d’un nombre impair supe´rieur a` 1 de matrices γ5 pre´sentes dans le produit Γ se rame`ne, par anti-
commutations successives, a` celui d’une seule matrice γ5 pre´sente.
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Envisageons alors des amplitudes d’he´licite´ relatives a` des processus relevant de l’Electrodyna-
mique Quantique ou de la Chromodynamique Quantique, impliquant des leptons ou des quarks.
Prenons comme premier exemple la diffusion Møller. Son amplitude ge´ne´rique comporte des
formes du type Xpσ1, σq ou` chacune des matrices Γ “sandwiche´es” ne comporte aucune matrice
γ5. Les spineurs implique´s dans ce processus e´tant au nombre de 4, on en de´duit la proprie´te´
suivante des amplitudes d’he´licite´ :
T ‹σ3,σ4 ;σ1,σ2 “ p´1q
ř
σi T´σ3,´σ4 ;´σ1,´σ2
ce qui se ve´rifie aise´ment sur les formules de la section 4.6. Conside´rons ensuite le processus
γ‹ ` γ‹ Ñ e´ ` e`. Le positron e´tant de´crit par un spineur V , une matrice γ5 est pre´sente dans
l’amplitude ge´ne´rique de type Xpσ1, σq. Les fonctions d’onde des photons sont des vecteurs de
polarisation ve´rifiant ǫ‹λ “ p´1qλ ǫ´λ. Pour ce processus, on a donc
T ‹λ1,λ2 ;σ3,σ4 “ p´1qλ1`λ2`σ3`σ4 T´λ1,´λ2 ;´σ3,´σ4
ce qui se ve´rifie tout aussi aise´ment sur les formules de la section 4.4.
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